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Einleitung
Das traditionelle Ziel der Teilchenphysik ist, die physikalischen Ph

anomene auf die
Wechselwirkung fundamentaler, strukturloser Materieeinheiten zur

uckzuf

uhren. Das
Konzept der Zweifaltigkeit von Materie auf der einen Seite und Kr

aften, die zwi-
schen diesen wirken, auf der anderen Seite wird durch Thomsons Entdeckung des
Elektrons und Maxwells Theorie des elektromagnetischen Feldes illustriert, welche
gemeinsam die Geburtsstunde der modernen Teilchenphysik markieren.
Im Laufe der Zeit hat dieses Bestreben zu einem immer tieferen Eindringen in die
Strukturen der Materie gef

uhrt und damit auch zu einem Wandel in Bezug auf
die Frage, welche Teilchen als elementar betrachtet werden. In den siebziger und
achtziger Jahren hat man bedingt durch den Bau groer Teilchenbeschleuniger und
immer pr

aziesere experimentelle Memethoden einen ganzen Zoo von Teilchen ent-
deckt. Diese Vielzahl von Teilchen kann man aber auf eine relativ geringe Zahl von
fundamentalen, strukturlosen Materieeinheiten zur

uckf

uhren zwischen denen eine
ebenfalls relativ geringe Zahl von Kr

aften wirkt; alle anderen Teilchen sind Bin-
dungszust

ande der fundamentalen Einheiten, die

uber diese Kr

afte gebildet werden.
Dabei hat sich seit etwa 30 Jahren das sogenannte Standard Modell der Teilchenphy-
sik etabliert, welches als quantisierte Eichfeldtheorie formuliert ist, d.h. die Wechsel-
wirkungen werden durch Eichfelder beschrieben, die nicht ad hoc vorgegeben wer-
den, sondern durch das Prinzip der lokalen Eichinvarianz hervorgebracht werden.
Das Standard Modell beschreibt zwei Typen von Materieeinheiten, Leptonen und
Quarks, welche strukturlose Spin-1/2 Teilchen, also Fermionen, sind, sowie drei fun-
damentale Kr

afte, die zwischen diesen Wirken, die elektromagnetische, die schwache
und die starke Wechselwirkung. Die Leptonen sind eine direkte Verallgemeinerung
des Elektrons, sie wechselwirken sowohl elektromagnetisch als auch schwach, die
Quarks wechselwirken

uber alle drei Kr

afte. Die Quanten der Wechselwirkungen
sind Spin-1 Bosonen, die sogenannten Eichbosonen.
Der Erfolg des Standard Modells beruht auf einer Vielzahl von st

orungstheoreti-
schen Vorhersagen experimenteller Befunde aus Streuexperimenten mit einer in der
Physik bisher einmaligen Genauigkeit.
Den theoretischen Rahmen dieser Arbeit bildet der Teil des Standard Modells, der
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die starke Wechselwirkung beschreibt, die QCD (Quanten Chromo Dynamik). Da die
einzigen Elementarteilchen, die der starken Wechselwirkung unterliegen, die Quarks
sind, werden alle anderen Teilchen in der QCD nicht ber

ucksichtigt. Es gibt sechs
Sorten (Flavour) von Quarks, die sich durch ihre Masse und elektrische Ladung
unterscheiden.

Ahnlich wie z.B. Elektronen Quellen des elektromagnetischen Fel-
des sind sind Quarks auch Quellen eines chromodynamischen Feldes, dem Feld der
starken Wechselwirkung, welches ebenfalls ein Eichvektorfeld ist. Die Eichgruppe
ist aber im Fall der starken Wechselwirkung die nicht-abelsche SU(3) und nicht die
U(1) wie im Fall des elektromagnetischen Feldes. Die Quarks koppeln an dieses Feld

uber einen weiteren Freiheitsgrad, der als Farbe (Colour) bezeichnet wird; ein Quark
wird also durch ein Tripel aus drei Farbkomponenten beschrieben. Das Analogon zu
den Quanten des elektromagnetischen Feldes, den Photonen, sind die Quanten des
chromodynamischen Feldes, die Gluonen.
Die experimentelle Best

atigung der QCD ist auf einen kleinen Energie Bereich, den
der tief inelastischen Streuung, begrenzt. Dies ist darin begr

undet, da die Anwen-
dung der St

orungstheorie auf die QCD nur f

ur groe Impuls

ubertr

age m

oglich ist.
Bei kleinen Abst

anden bzw. groen Impuls

ubertr

agen verhalten sich Quarks \asymp-
totisch frei", d.h. die starke Koppelungskonstante 
s
wird klein, wogegen die st

arke
der Wechselwirkung bei groen Abst

anden so ansteigt, da ein st

orungstheoretischer
Zugang f

ur Distanzen gr

oer 1 fm nicht mehr sinnvoll ist. Dies entspricht auch der
Beobachtung, da Quarks \conned" sind, d.h. stets in gebundenen, farbneutralen
Zust

anden der hadronischen Materie, also als Baryonen und Mesonen, auftreten. Die
Separation von Quarks erfordert nach der Connement-Hypothese eine unendliche
Menge an Energie, da die Wechselwirkung zwischen Quarks f

ur groe Abst

ande li-
near ansteigt.
Andererseits erwartet man, da ein thermodynamisches System aus Quarks und
Gluonen bei sehr hohen Temperaturen von Moden groer Impulse dominiert und
die Wechselwirkung aufgrund der asymptotischen Freiheit immer schw

acher wird.
Dem entsprechend ergeben st

orungstheoretische Rechnungen im Hochtemperatur-
Limes ein thermodynamisches Verhalten, das dem eines idealen Gases aus nicht
wechselwirkenden Quarks und Gluonen nahekommt. Dies bedeutet aber, da es
einen Phasen

ubergang bei endlicher Temperatur geben m

ute von der Connement-
Phase, in der unsere hadronische Welt liegt, zu einer Deconnement-Phase mit einem
Quark-Gluon-Plasma, in dem die Quarks auch als freie Zust

ande auftreten. Dieser
Phasen

ubergang entzieht sich aber aus oben genannten Gr

unden einer st

orungstheo-
retischen Untersuchung.
Ein weiterer Aspekt der die nicht-st

orungstheoretische Natur des QCD-Vakuums
untermauert ist die Existenz von drei sehr Leichten Mesonen, den Pionen. Man
vermutet, da diese Goldstone-Teilchen sind, welche durch spontane Brechung der
chiralen Symmetrie der QCD durch das QCD-Vakuum entstehen. Das st

orungstheo-
retische Vakuum ist jedoch chiral symmetrisch. Daher erwartet man analog zu dem
Deconnement-Phasen

ubergang einen chiralen Phasen

ubergang von einer Phase mit
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spontan gebrochener chiraler Symmetrie bei tiefen Temperaturen zu einer chiral
symmetrischen Phase bei hohen Temperaturen.
Um ein Verst

andnis dieser fundamentalen Eigenschaften der starken Wechselwir-
kung zu erlangen, ist also ein nicht-st

orungstheoretischer Zugang zur QCD notwen-
dig. Eine solche Methode ist in den siebziger Jahren von Kenneth Wilson entwickelt
worden [1], sie beruht auf der Feynman'schen Pfadintegralformulierung. In der eu-
klidischen Pfadintegralformulierung kann das Pfadintegral als Zustandssumme eines
thermodynamischen Systems interpretiert werden, wobei die Temperatur der inver-
sen zeitlichen Ausdehnung des Systems entspricht. Die Einf

uhrung eines diskreten
Raum-Zeit-Gitters f

uhrt dabei zu einer Regularisierung des

uberabz

ahlbar-unendlich
dimensionalen Pfadintegrals zu einem endlich dimensionalen Integral, welches nu-
merisch mit sogenannten Monte-Carlo Methoden berechnet werden kann.
Dieser Zugang, welcher als Gittereichtheorie bezeichnet wird, erlaubt die qualitati-
ve und quantitative Untersuchung der Temperaturabh

angigkeit thermodynamischer
Observablen, wie dem Druck und der Energiedichte, sowie die Bestimmung der kri-
tischen Temperatur an dem der Deconnement-Phasen

ubergang bzw. der chirale
Phasen

ubergang geschieht. Thermodynamische Observable sind in der Gitterfor-
mulierung durch Erwartungswerte von Gitteroperatoren bez

uglich der Boltzmann-
Verteilung e
?S
gegeben, wobei S die Wirkung des Systems ist.
Die Anwendbarkeit dieser nicht-st

orungstheoretischen Methoden ist mit der Ent-
wicklung von leistungsstarken Computern eng verkn

upft. In den achtziger Jahren
waren diese Untersuchungen im wesentlichen auf die sogenannte quenched Approxi-
mation beschr

ankt, in der man den Einu dynamischer Quarks vernachl

assigt, also
ein reines Gluon-System betrachtet, was den numerischen Aufwand um ein vielfaches
verringert. In den neunziger Jahren ist es durch die Entwicklung von massiv paralle-
len Rechnern m

oglich geworden, auch Monte-Carlo Simulationen mit dynamischen
Fermionen durchzuf

uhren.
Die Gitterregularisierung f

uhrt auf der anderen Seite aber zu systematischen Dis-
kretisierungsfehlern, die auf den endlichen Gitterabstand a (Cut-o) zur

uckzuf

uhren
sind und die daher als Cut-o-Eekte bezeichnet werden. Diese Cut-o-Eekte sind
f

ur die Standard Formulierung der SU(3) Gittereichtheorie und Standard Formulie-
rung der sogenannten staggered Fermionen, die in dieser Arbeit betrachtet werden,
von O(a
2
). Im st

orungstheoretischen Hochtemperatur-Limes zeigen sich diese Cut-
o-Eekte in Korrekturen vonO(1=N
2

) zum idealen Gas Limes, wobeiN

die Anzahl
der Gitterpunkte in der Zeitrichtung eines 4-dimensionalen Gitters ist. Um Kontinu-
umphysik zu extrahieren mu man daher zu immer kleinerem Gitterabstand gehen,
was bei gleichbleibendem physikalischen Volumen des Systems mehr und mehr Git-
terpunkte erfordert und daher einen enormen numerischen Aufwand mit sich bringt.
Im Rahmen der reinen Eichtheorie ist eine solche Extrapolation zum Kontinuum-
limes f

ur die thermodynamische Zustandsgleichung zum ersten mal durchgef

uhrt
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worden [2]. Im Rahmen der vollen QCD, also mit Ber

ucksichtigung dynamischer
Fermionen, ist eine solche Vorgehensweise mit den heutigen Computer-Ressourcen
praktisch nicht durchf

uhrbar, da der numerische Aufwand hier um ein vielfaches
gr

oer ist. Es besteht also die Notwendigkeit, die Cut-o-Eekte zu reduzieren, oh-
ne die Zahl der Gitterpunkte zu vergr

oern.
Eine L

osung dieses Problems sind sogenannte verbesserte Wirkungen. Die Diskre-
tisierung einer Kontinuumtheorie ist nicht eindeutig vorgeschrieben, vielmehr gibt
es viele Gitterformulierungen, die in dem Sinne

aquivalent sind, da die Gitter-
Wirkung im naiven Kontinuumlimes (a ! 0) die Kontinuum-Lagrangedichte re-
produziert. Diese Formulierungsfreiheit kann dazu genutzt werden, die endlichen
Cut-o-Eekte von vornherein zu reduzieren. In den letzten Jahren sind verschiede-
ne Methoden entwickelt worden, um verbesserte Wirkungen zu konstruieren. Diese
basieren entweder auf st

orungstheoretischen Methoden oder auf der Renormierungs-
gruppentheorie nach Wilson [1].
Im Rahmen der reinen Eichtheorie haben st

orungstheoretisch tree-level-verbesserte
sowie renormierungsgruppenverbesserte Wirkungen eine starke Reduzierung von
Cut-o-Eekten in thermodynamischen Observablen gezeigt [3, 4]. Per Konstrukti-
on reduzieren tree-level-verbesserte Wirkungen die f

uhrenden Cut-o-Korrekturen
im Hochtemperatur-Limes. Sie scheinen jedoch auch Cut-o-Eekte bei endlicher
Eichkoppelung g
2
, also endlicher Temperatur, deutlich zu reduzieren.
Eine tree-level-verbesserte staggered Fermionwirkung ist ebenfalls f

ur eine Unter-
suchung der QCD Thermodynamik eingesetzt worden [5]. Hier zeigt sich wie f

ur
die tree-level-verbesserten Eichwirkungen eine starke Verbesserung des Hochtem-
peraturverhaltens. Im Fall der Standard staggered Fermionwirkung ist bekannt,
da diese ebenfalls zu groen Cut-o abh

angigen Abweichungen von der Konti-
nuumst

orungstheorie f

ur thermodynamische Observable in Ordnung g
2
f

uhrt [6].
Es w

are also konsequent, auch die O(g
2
a
2
) Korrekturen systematisch zu beheben.
Andererseits hat aber eine k

urzlich durchgef

uhrte Klassikation der Gitteroperato-
ren, die man dazu in der Fermionwirkung ber

ucksichtigen m

ute, gezeigt [7], da
dies eine groe Zahl von zus

atzlichen Termen erforderlich macht, unter anderem
auch 4-Fermionoperatoren, die die Nutzung einer solche Wirkung f

ur Monte-Carlo
Simulationen praktisch unm

oglich machen.
Diese Arbeit soll deshalb ein etwas moderateres Ziel haben. Es sollen staggered
Fermionwirkungen konstruiert werden, die tree-level-verbessert sind und auf 1-loop-
Ebene zumindest zu sehr kleinen Cut-o-Eekten in thermodynamischen Obser-
vablen f

uhren. Dabei wird besonders auf die Praktikabilit

at dieser Wirkungen f

ur
Monte-Carlo Simulationen Wert gelegt, d.h. diese Wirkungen enthalten neben dem
Term der Standard Wirkung nur einen weiteren Operator. Dar

uber hinaus sollen die-
se Wirkungen noch eine andere Art von Cut-o-Eekten verkleinern, die Brechung
der Flavoursymmetrie in der Staggered Fermion-Formulierung. Dies wird durch die
sogenannte Fat-Link-Verbesserung erreicht [8].
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Anhand der Analyse der Cut-o-Eekte in 1-loop-Gitterst

orungstheorie soll

uber-
pr

uft werden, wie die Wirkungsweise dieser Verbesserungen in Bezug auf thermo-
dynamische Observable ist. Dar

uber hinaus wird die Flavoursymmetriebrechung f

ur
die verbesserten Wirkungen untersucht. Es soll der Frage nachgegangen werden, in
wie weit diese beiden Arten der Verbesserungen unabh

angig von einander sind, d.h.
was der Einu der Fat-Link-Verbesserung auf das Hochtemperaturverhalten ist und
umgekehrt wie sich die Tree-level-Verbesserung auf die Flavoursymmetrie auswirkt.
Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt:
In Kapitel 1 wird zun

achst eine kurze Einf

uhrung in die Standard Formulierung
der QCD auf dem Gitter gegeben. Es sollen hier insbesondere die Eigenschaften der
staggered Fermionen dargestellt werden, die f

ur die weitere Diskussion wichtig sind.
In Kapitel 2 werden verschiedene Methoden zur Reduktion von Cut-o-Eekten
sowie deren Wirksamkeit in der QCD Thermodynamik an Hand der reinen Eich-
theorie diskutiert. Hier wird unter anderem ein Vergleich der Cut-o-Eekte im
Hochtemperatur-Limes f

ur st

orungstheoretisch und renormierungsgruppenverbes-
serte Eichwirkungen gezogen.
Der erste Teil von Kapitel 3 geht genauer auf die Cut-o-Korrekturen der staggered
Fermion-Formulierung und auf die Klassikation der zu einer O(a
2
g
2n
) verbesserten
Fermionwirkung beitragenden Operatoren ein. Im zweiten Teil wird die Methode
der Fat-Link-Verbesserung der Flavoursymmetrie diskutiert.
In Kapitel 4 wird schlielich eine Klasse von staggered Fermionwirkungen deniert.
Die Koezienten dieser Wirkungen werden so bestimmt, da die Rotationssym-
metrie des Fermionpropagators in Tree-level und in 1-loop-Ordnung verbessert ist.
Anschlieend werden die Resultate der Berechnung der fermionischen Beitr

age zur
freien Energiedichte im Hochtemperatur-Limes f

ur die verschiedenen Wirkungen aus
einer st

orungstheoretischen 1-loop-Rechnung pr

asentiert. Weiterhin wird die Fla-
voursymmetrie f

ur diese verbesserten Wirkungen anhand von Messungen des Pion-
Splittings auf quenched Kongurationen analysiert.
In den Anh

angen werden die expliziten Resultate und weitere Details der st

orungs-
theoretischen Rechnungen sowie Resultate der Messungen des Mesonspektrums ge-
geben.
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Kapitel 1
Die Gitterformulierung der QCD
Die QCD-Lagrangedichte
In diesem Kapitel soll die Gitterformulierung der QCD, die den Rahmen dieser
Arbeit bildet, in Grundz

ugen dargestellt werden. Ausf

uhrliche Einf

uhrungen in Git-
tereichtheorien nden sich z.B. in [9] und [10]. Zun

achst geht man von der QCD-
Lagrangedichte L
QCD
aus. Diese enth

alt einen gluonischen Teil L
G
, welcher die
Selbstwechselwirkung der Eichbosonen beschreibt, zum anderen den fermionischen
Teil L
F
, welcher die Wechselwirkung der Quarks mittels der Gluonen beschreibt so-
wie einen Massenterm enth

alt. F

ur n
f
Quark-Flavour und die Eichgruppe SU(N
c
),
also (N
2
c
  1) masselose Eichfelder, lautet die QCD-Lagrangedichte
L
QCD
(x) = L
G
+ L
F
; (1.1)
L
G
(x) =  
1
4
N
2
c
?1
X
a=1
F
a

(x)F

a
(x) ; (1.2)
L
F
(x) =
n
f
X
f=1

	

f
(x)(D=

 m
f


)	

f
(x) : (1.3)
Dabei ist die kovariante Ableitung deniert durch
D=  i(@

+ igA

)

; (1.4)
A

=
N
2
c
?1
X
a=1
A
a

T
a
; (1.5)
wobei T
a
die Erzeugenden der Eichgruppe SU(N
c
) bezeichnen. Der Feldst

arketensor
F
a

, der auch als kovariante Rotation bezeichnet wird, ist gegeben durch
F
a

 @

A
a

  @

A
a

  gf
abc
A
b

A
c

; (1.6)
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mit den Strukturkonstanten f
abc
der SU(N
c
). In der realen Welt ndet man 6 Quark-
Flavour (up, down, strange, charm, bottom und top), sowie die nicht-abelsche Eich-
gruppe SU(3). Aus Gr

unden der Allgemeinheit sollen aber weiterhin n
f
Flavour und
N
c
Farben betrachtet werden.
Symmetrien der QCD
Bevor wir zur Gitterformulierung der QCD kommen, sollen die Symmetrien der
QCD-Lagrangedichte diskutiert werden. Diese k

onnen in der Gitterformulierung in
unterschiedlichem Umfang realisiert werden.
Zun

achst ist die QCD-Lagrangedichte aufgrund ihrer kovarianten Formulierung in-
variant unter Poincare-Transformationen. Obwohl diese Symmetrie Grundlage jeder
relativistischen Quantenfeldtheorie ist, spielt sie jedoch f

ur die Gitterformulierung,
in der sie auf eine diskrete Symmetrie reduziert wird, eine eher untergeordnete Rolle.
Desweiteren ist die QCD als Eichtheorie formuliert mit der nicht-abelschen Eich-
gruppe SU(N
c
), das heit unter lokalen Transformationen
	(x)  ! G(x)	(x) ;

	(x)  !

	(x)G
y
(x) ; (1.7)
A

(x)  ! G(x)A

(x)G
y
(x)  g
?1
(@

G(x))G
y
(x) ;
mit G(x) 2 SU(N
c
), ist die Lagrangedichte invariant. Diese Symmetrie spielt eine
zentrale Rolle f

ur das Connement, d.h. das ausschlieliche Auftreten von Singlett-
Bindungszust

anden, und den Deconnement-Phasen

ubergang bei endlicher Tempe-
ratur. Daher ist es wichtig, diese Eichsymmetrie auch in der Gitterformulierung zu
erhalten.
Neben der lokalen Eichsymmetrie, welche sich im Farbraum abspielt, besitzt die
QCD-Lagrangedichte im masselosen Fall eine globale U
V
(1) 
 SU
V
(n
f
) 
 U
A
(1) 

SU
A
(n
f
) Symmetrie, die chirale Symmetrie, welche im Flavourraum liegt. Das heit
L
QCD
ist invariant unter den globalen Transformationen
	(x)  ! exp( i
V
1l
 1l)	(x) ;
	(x)  ! exp( i
a
1l
 T
a
)	(x) ; a = 1; : : : ; n
2
f
  1 ;
	(x)  ! exp( i
A

5

 1l)	(x) ;
	(x)  ! exp( i
5;a

5

 T
a
)	(x) ; a = 1; : : : ; n
2
f
  1 ;
dabei wirkt der erste Operator der Tensorprodukte auf die Dirac-Komponenten und
der zweite auf die Flavour-Komponenten. Die T
a
bezeichnen die Erzeugenden der
SU(n
f
). Die

	-Felder werden analog mit den hermitesch konjugierten Operatoren
transformiert.
Die U
V
(1) ist auch im allgemeinsten nicht-masselosen, nicht-massenentarteten Fall
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vorhanden, sie f

uhrt zu Baryonenzahl-Erhaltung.
Die SU
V
(n
f
) ist die verallgemeinerte Iso-Spin-Symmetriegruppe f

ur massenentarte-
te Quarkavour. Betrachtet man die Massen der realen Quarkavour, so ndet man,
da diese Iso-Spin-Symmetrie auf die beiden leichten, in etwa gleich schweren u und
d Quarks reduziert ist.
Die SU
A
(n
f
) liegt nur im masselosen Fall vor. Aus der Invarianz von Zust

anden
unter diesen chiralen Transformationen folgt die Massenentartung von Parit

atspart-
nern. Zwar sind die physikalischen Quarkmassen nicht Null, aber dennoch m

ute
diese Entartung n

aherungsweise f

ur die leichten Quarks (u,d) zu beobachten sein,
was nicht der Fall ist. Vielmehr scheint eine spontane Brechung dieser axialen SU(2)
Symmetrie vorhanden zu sein. Als Indiz daf

ur kann die Existenz dreier sehr leich-
ter Pionen (
0
; 
+
; 
?
) betrachtet werden. Diese interpretiert man als Goldstone-
Bosonen entsprechend der drei Generatoren der spontan gebrochenen SU
A
(2).
Die U
A
(1) Flavour-Singlett-Symmetrie ist durch Quantenkorrekturen explizit gebro-
chen, was als axiale Anomalie bekannt ist.
Die Realisierung insbesondere der chiralen SU
A
(n
f
) Symmetrie auf dem Gitter ist die
Voraussetzung f

ur die Untersuchung eines chiralen Phasen

ubergangs bei endlicher
Temperatur zu einer Hochtemperaturphase mit restaurierter chiraler Symmetrie.
Gitterformulierung bei endlicher Temperatur
Der

Ubergang zur Gitterformulierung der QCD bei endlicher Temperatur geschieht
im Formalismus imagin

arer Zeit, das heit man macht die Substitution x
0
!  ix
4
.
Dadurch wird aus der Minkowski-Metrik die Euklidische Metrik und es ergibt sich
die euklidische Lagrangedichte
L
(E)
QCD
(x) =
1
4
N
2
c
?1
X
a=1
F
a

(x)F

a
(x) +
n
f
X
f=1

	

f
(x)(D=
E

+m
f


)	

f
(x) ; (1.8)
mit D=  (@

+ igA

)
E

, wobei 
E

die Euklidischen Dirac-Matrizen sind, deniert
durch 
E
4
= 
0
, 
E
k
=  i
k
, k = 1; 2; 3. Diese erf

ullen die Relation
f
E

; 
E

g = 2

: (1.9)
Da Verwechslungen auszuschlieen sind, wird der Index E im folgenden weggelassen.
Damit erh

alt man die kanonische Zustandssumme bei Temperatur T
Z(T; V ) =
Z
dA d

	 d	exp
 
 S[A;

	;	]

; (1.10)
mit der Wirkung
S[A;

	;	] =
Z
V
d
3
x
Z
1=T
0
d L[A;

	;	] : (1.11)
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Man diskretisiert nun das Raum-Zeit-Kontinuum durch ein vierdimensionales Git-
ter mit Gitterabstand a. Im Folgenden betrachten wir im allgemeinen ein Gitter
mit N

Punkten in den Raumrichtungen und N

Punkten in der Zeitrichtung. Wie
oben schon erw

ahnt geht durch die Gitterregularisierung die volle Poincare-Invarianz
verloren, sie wird auf eine diskrete Gitter-Symmetrie reduziert.
1.1 Die naive Fermionwirkung
Die freie naive Fermionwirkung
Auf dem 4-dimensionalen, hyperkubischen N
3

N

Gitter kann man nun Grassmann-
wertige Fermionfelder  (n) am Punkt n = (n
1
; : : : ; n
4
) denieren, die periodischen
Randbedingungen im den Raumrichtungen und antiperiodischen Randbedingungen
in der Zeitrichtung gen

ugen. Betrachten wir zun

achst eine Diskretisierung des fer-
mionischen Teils der Wirkung 1.11 mit diesen Gitter-Fermionen im freien Fall, das
heit unter Vernachl

assigung der Eichwechselwirkung (A

= 0). Dazu ersetzt man
das Integral
R
d
4
x durch die Summe a
4
P
n
und die Ableitungen durch endliche
Dierenzenquotienten,
S
(naiv)
F
=
n
f
X
f=1
X
k;n

 
f

(k)M

f
(k; n) 
f

(n) ; (1.12)
mit der Fermionmatrix
M

f
(k; n) = m
f


(k; n) +
1
2a
X

(

)

[(k + ^; n)  (k   ^; n)] ; (1.13)
wobei ^ einen Einheitsvektor in -Richtung bezeichnet. Im Limes a! 0 reproduziert
dies die freie Kontinuumwirkung. Warum diese Formulierung dennoch als\naiv"
bezeichnet wird, soll am Ende dieses Abschnitts beschrieben werden.
Die im vorhergehenden Abschnitt diskutierten Symmetrien sind zentrale Eigenschaf-
ten der QCD. Es stellt sich also die Frage, in wie weit diese Symmetrien sich in die
Gitterformulierung

ubertragen lassen. Die Struktur der naiven Fermionwirkung 1.13
im Dirac- und Flavour-Raum ist die gleiche wie die der Kontinuum-Wirkung 1.11.
Daher besitzt sie ebenfalls die globale chirale U
V
(n
f
)
 U
A
(n
f
) Symmetrie.
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Die naive Fermionwirkung mit Eichfeldern
Die lokale SU(N
c
) Eichsymmetrie der Gitter-Wirkung steht in engem Zusammen-
hang mit der Diskretisierung der Eichfelder. F

uhrt man n

amlich lokale Eichtrans-
formationen aus, so transformieren sich die bilinearen Terme, z.B.

 (k) (k + ^), in
der Wirkung wie

 (k) (k + ^)  !

 (k)G
y
(k)G(k + ^) (k + ^) : (1.14)
Um die SU(N
c
) Eichsymmetrie auf das Gitter zu

ubertragen ist es also notwendig,
einen Term einzuf

uhren, der zwei benachbarte Gitterpunkte

uber die Eichfelder A
verbindet und somit die Eichvariation in 1.14 kompensiert. Dies geschieht durch die
sogenannten Linkvariablen U, die als Paralleltransporter deniert werden
U

(n)  exp
 
ig
Z
(n+^)a
na
dx A

(x)
!
: (1.15)
Diese Linkvariablen selbst liegen in der Gruppe SU(N
c
), sie transformieren sich
unter Eichtransformationen wie
U

(k)  ! G(k)U

(k)G
y
(k + ^) ; (1.16)
soda sich eichinvariante bilineare Terme bilden lassen:

 (k)U

(k) (k + ^). Die
Fermionmatrix f

ur die eichinvariante naive Fermionwirkung lautet also
M

f
(k; n) = m
f


(k; n) (1.17)
+
1
2a
X

(

)

[U

(k)(k + ^; n)  U
y

(k   ^)(k   ^; n)] ;
Naiver Kontinuum-Limes
Damit die so denierte naive Gitter-Fermionwirkung auch eine Diskretisierung der
Kontinuum-Fermionwirkung ist, ist es notwendig, da sie im naiven Kontinuum-
Limes (a! 0) gegen die QCD-Kontinuum-Wirkung konvergiert. Um dies zu zeigen
entwickelt man die Wirkung in Ordnungen des Gitterabstands a. Dazu betrachtet
man die Denition der Linkvariablen U

(x) als Paralleltransporter zwischen den
Punkten n und n+ ^ (1.15), welche eine Verbindung zwischen den Gittereichfeldern
U

und den Kontinuumeichfeldern A

herstellt.
Die Entwicklung der Linkvariablen nach a liefert damit
U

(n) = 1l + iga

A

(na) +
1
2
a@

A

(na) +
1
6
a
2
@
2

A

(na) +O(a
3
)

+O(a
2
g
2
) :
(1.18)
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Setzt man diese Entwicklung in die naive Fermionwirkung ein, so erh

alt man
S
(naiv)
f
= a
4
X
n
X
f
"
X





	
f

(na)
1
2a
 
	
f

((n+ ^)a) 	
f

((n  ^)a)
+iga

A

((n+ ^)a)	
f

((n+ ^)a) + A

((n+ ^)a)	
f

((n  ^)a))

!#
+m
f

	
f

(na)	
f

(na)

+O(a
5
)
?!
a!0
Z
dx
X
f
"
X





	
f

(x)

@

+ igA

(x)

	
f

(x)
#
+m
f

	
f

(x)	
f

(x)

Im naiven Kontinuumlimes wird also die Kontinuum-Fermionwirkung reproduziert.
Das Fermion-Doppeler-Problem
Im Folgenden soll erl

autert werden, warum die oben beschriebene Diskretisierung
der Fermionwirkung trotz ihrer Symmetrieeigenschaften ungeeignet ist.
Dazu betrachten wir die freie naive Wirkung f

ur n
f
=1 im Impulsraum indem wir
folgende Impulsraumdarstellung der Fermionfelder im thermodynamischen Limes
(N

!1, N

!1) betrachten:
	(na) =
Z
=a
?=a
d
4
p
(2)
4
e
ipna
	(p) ;

	(na) =
Z
=a
?=a
d
4
p
(2)
4
e
?ipna

	(p) : (1.19)
Setzt man dies in die Wirkung ein, so erh

alt man
S
(naiv)
F
=
Z
=a
?=a
d
4
p
(2)
4

	(p)
"
X

i

1
a
sin(p

a) +m
#
	(p) : (1.20)
Daraus ergibt sich der freie Propagator im Impulsraum



 

(p) 

(q)

0
=

i
P



~p

 m

;
P

~p
2

(p) +m
2

p;q
;mit (1.21)
~p


1
a
sin(p

a) : (1.22)
Der Gitter-Impuls ~p

ist in Abbildung 1.1 Dargestellt, er hat nicht nur bei p

= 0
sondern auch am Rand der Brillouin-Zone bei p

= =a eine Nullstelle. Dadurch
erh

alt der Propagator neben dem Pol bei p = (0; 0; 0; 0) 15 weitere Pole bei p =
(=a; 0; 0; 0); (0; =a; 0; 0); : : : ; (=a; =a; =a; =a). In jeder Dimension ndet also
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api/api/
p~µ
pµ-
Abbildung 1.1: Plot von sin(p

a)=a gegen p

in der Brillouin-Zone. Die Diagonale
ist durch ~p

= p

bestimmt. Der Kontinuum-Limes wird durch die Impulse in der
N

ahe von p

= 0 und p

= =a bestimmt.
eine Verdoppelung der Teilchenzahl statt. Diese zus

atzlichen Fermionen werden als
Doppeler bezeichnet. Die naive Fermionwirkung ist also in dem Sinne ein \naiver"
Zugang, als da sie f

ur n
f
=1 16 massenentartete Sorten von Quarks beschreibt.
F

ur n
f
naive Flavour in d Dimensionen w

aren es entsprechend 2
d
 n
f
physikalische
Quark-Sorten.
Um die Kontinuum-QCD zu beschreiben, m

ussen also diese zus

atzlichen Quark-
Sorten eliminiert oder zumindest reduziert werden. In den Abschnitten 1.3 und 1.4
werden zwei M

oglichkeiten beschrieben, das Doppeler-Problem zu l

osen, wenn auch
unter Inkaufnahme anderer Einschr

ankungen.
1.2 Die Standard Wilson-Eichwirkung
In diesem Abschnitt soll die Standard Wilson Formulierung der Eichwirkung auf
dem Gitter diskutiert werden. Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, ge-
lingt es eine zentrale Eigenschaft der QCD, die Invarianz unter lokalen SU(N
c
)
Eichtransformationen in dem fermionischen Teil der Wirkung durch Einf

uhrung der
Linkvariablen auf das Gitter zu

ubertragen.
Mit diesen Linkvariablen ist es nun auch m

oglich, den Eichteil der Wirkung zu dis-
kretisieren. Sehr konstruktiv ist dabei die

Uberlegung, da gluonische, eichinvariante
Operatoren auf dem Gitter durch geordnete Produkte von Linkvariablen entlang ge-
schlossener Wege gegeben sind. Die einfachste M

oglichkeit daf

ur ist die sogenannte
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Plaquette, die das geordnete Produkt der Linkvariablen entlang der Kanten einer
elementaren Gitterzelle ist:

(x) = P

(x) = U

(x)U

(x + ^)U
y

(x + ^)U
y

(x) : (1.23)
Die hier eingef

uhrte graphische Notation soll auch im Folgenden Verwendung nden.
Kantenlinien mit Pfeil in positive Richtung bezeichnen dabei die Linkvariable an
dieser Kante, solche mit Pfeil in negativer Richtung das hermitesch Konjugierte der
entsprechenden Linkvariable.
Damit deniert man die Standard Wilson-Eichwirkung auf dem Gitter, die wir einer
verallgemeineren Notation folgend mit S
(1;1)
G
entsprechend der 11 Ausdehnung der
Plaquette bezeichnen:
S
(1;1)
G
= 
X
x
X
<

1 
1
N
c
Re Tr

(x)

; (1.24)
wobei die Spur im Farbraum genommen wird und die Kopplung durch  = 2N
c
=g
2
deniert ist.
Naiver Kontinuum-Limes
Betrachten wir wieder das Verhalten der Gitterwirkung im Limes a! 0. Dazu be-
nutzt man wieder die Denition der Linkvariablen als Paralleltransporter U

(x) =
exp(iga
R
x+a^
x
d A

()). Benutzt man nun die Baker-Hausdor-Formel, e
A
e
B
=
e
A+B+1=2[A;B]+:::
, und entwickelt die A-Felder um den Plaquette-Mittelpunkt, so n-
det man

(x) = exp

iga
2
(@

A

(x)  @

A

(x) + ig [A

(x); A

(x)]) +O(a
3
)
	
:
(1.25)
Entwickelt man die Exponentialfunktion und benutzt die Relation 2Tr (T
a
T
b
) = 
ab
f

ur die Generatoren T
a
der SU(N
c
), dann ergibt sich
S
(1;1)
G
= a
4
1
4
X
x
X
;
Tr

@

A
a

(x)  @

A
a

(x)  gf
abc
A
b

(x)A
c

(x)
	
2
+O(a
6
)
?!
a!0
1
4
Z
dx F
a

(x)F

a
(x) :
Die Wilson-Eichwirkung liefert also den korrekten naiven Kontinuum-Limes. Bei
endlichem Gitterabstand (Cut-o) a f

uhrt sie jedoch zu Abweichungen von O(a
2
).
Dieser systematische Fehler ist daf

ur verantwortlich, da man auch in Gitterob-
servablen entsprechende Abweichungen ndet. Auf verschiedene Methoden, diese
Cut-o-Eekte im Eichsektor zu reduzieren, wird in Kapitel 2 ausf

uhrlich eingegan-
gen.
1.3. Die Wilson-Fermionwirkung 21
1.3 Die Wilson-Fermionwirkung
Wie im vorhergehenden Abschnitt gezeigt, f

uhrt die naive Formulierung der Fer-
mion Wirkung auf dem Gitter zu einer Verdoppelung der Flavour-Freiheitsgrade
f

ur jede Dimension, soda auf einem N
3

 N

Gitter 16 massenentartete Quark-
Flavour existieren. Man nutzt im wesentlichen zwei unterschiedliche Ans

atze, um
dieses Problem zu umgehen.
Die erste M

oglichkeit, die auf K. Wilson zur

uckgeht, besteht darin, einen zus

atzli-
chen Term, den sogenannten Wilson-Term, zur naiven Wirkung zu addieren, der im
naiven Kontinuum-Limes verschwindet:
S
(W )
F
= S
(naiv)
F
  ar=2 a
4
X
x;y

 (x)2(x; y) (y); mit (1.26)
2(x; y) 
1
a
2
X

(x + ^; y) + (x  ^; y)  2(x; y) (1.27)
Dieser Term f

uhrt dazu, da bis auf p = (0; 0; 0; 0) alle Nullstellen des inver-
sen Fermion-Propagators angehoben werden und somit die Ursache des Doppeler-
Problems beseitigt wird. Diese sogenannteWilson-Wirkung hat jedoch den Nachteil,
da der Wilson-Term die chirale Symmetrie auf einem endlichen Gitter auch im mas-
selosen Fall explizit und vollst

andig bricht. Daher f

uhrt sie zu erheblichen Komplika-
tionen bei der Analyse des chiralen Phasen

ubergangs in Monte-Carlo Simulationen
bei endlicher Temperatur.
1.4 Die Kogut-Susskind Fermionwirkung
Die zweite M

oglichkeit ist die sogenannte staggered oder Kogut-Susskind Fermion-
wirkung [11]. Diese Fermionwirkung sowie verbesserte Versionen stehen im Zentrum
dieser Arbeit. In diesem Abschnitt werden zun

achst die konzeptionellen Grunds

atze
dargestellt bevor in den Kapiteln 3 und 4 auf Verbesserungen eingegangen wird.
Anders als im Fall der Wilson-Wirkung ist im Fall der staggered Fermionen die
Strategie zur Behebung des Doppeler-Problems nicht die Beseitigung

uberz

ahliger
Pole im Propagator, sondern eine Reduzierung der Fermion-Freiheitsgrade durch
Spin-Diagonalisierung der Wirkung. Zun

achst wird dadurch vermieden, einen die
chirale Symmetrie brechenden Term einzuf

uhren.
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Die freie Kogut-Susskind Wirkung
Betrachten wir zun

achst die freie naive Fermionwirkung, so erreicht man eine Spin-
Diagonalisierung durch eine lokale Transformation, , der Fermionfelder
 (x) ! (x) (x) ; (1.28)

 (x) !

 (x)
y
(x) ; (1.29)
derart, da

y
(x)

(x+ ^) = 

(x) 1l : (1.30)
Man ndet, da (x) = 
x
1
1

x
2
2

x
3
3

x
4
4
zu einer solchen Diagonalisierung f

uhrt, wobei
die Phasen-Faktoren 

(x) = ( 1)
x
1
+:::+x

?1
sind.
Mit den transformierten Fermionfeldern nimmt die freie Wirkung folgende Form an:
S
F
=
1
2
a
4
X
x;;


(x)
1
a

 

(x) ( 

(x + ^)   

(x  ^)) +m a
4
X
x;

 

(x) 

(x)
(1.31)
Man sieht nun, da die Dirac-Komponenten des transformierten Feldes entkoppelt
sind; sie sind von Flavour-Indizes nicht mehr zu unterscheidenen.
Die Idee, die der staggered Fermion Formulierung zugrunde liegt, ist nun, die Fermion-
Freiheitsgrade zu reduzieren, indem man nur eine der entkoppelten Dirac-Kompo-
nenten ber

ucksichtigt. Daher ersetzt man die Fermionfelder durch ein ein-kompo-
nentiges Feld . Die staggered Fermionwirkung ist somit deniert als
S
(KS)
F
=
1
2
a
4
X
x;


(x)
1
a
(x) ((x + ^)  (x  ^)) +m a
4
X
x
(x)(x) : (1.32)
Reduzierte chirale Symmetrie
Wie oben erw

ahnt ist die chirale U
V
(n
f
)
U
A
(n
f
) Symmetrie in dieser Formulierung
nicht vollst

andig gebrochen. Betrachten wir die folgenden Transformationen
(x)  ! 
0
(x) = 
o
(x); x ungerade ;
(x)  ! 
0
(x) = 
e
(x); x gerade ;
(x)  ! 
0
(x) = 
y
e
(x); x ungerade ;
(x)  ! 
0
(x) = 
y
o
(x); x gerade ;
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wobei 
o
; 
e
2 U(1) und x ungerade bzw. gerade, wenn jxj =
P
4
i=1
x
i
ungerade bzw.
gerade. Unter dieser Transformation wird aus der Kogut-Susskind Wirkung 1.32:
S
(KS)
F
 !
1
2
a
4
X
x;


(x)
1
a

0
(x) (
0
(x + ^)  
0
(x  ^)) +m a
4
X
x

0
(x)
0
(x)
=
1
2
a
4
X
x;


(x)
1
a
(x) ((x + ^)  (x  ^)) +m a
4
X
x
(x)
y
e

o
(x) :
Der kinetische Term ist also invariant, wogegen der Massenterm nur f

ur 
o
= 
e
invariant ist. Es liegt also im masselosen Fall eine reduzierte chirale U
o
(1) 
 U
e
(1)
Symmetrie vor, die f

ur m 6= 0 auf die diagonale Untergruppe eingeschr

ankt ist.
Flavourgehalt der staggered Fermionwirkung
Wie im folgenden erl

autert wird, l

at sich diese Viertelung der Freiheitsgrade so
interpretieren, da die 16 Flavour der naiven Fermion Wirkung nun auf 4 Quark-
Flavour reduziert sind, deren 16 Komponenten auf die 2
4
Ecken eines Hyperkubus
verteilt sind. Diese Interpretation geht auf H. Kluberg-Stern et al. zur

uck [12].
Dazu f

uhrt man Koordinaten ein, die die Hyperkuben-Struktur ber

ucksichtigen.
Ist x der Koordinatenvektor eines Gitterpunktes, x
1
; : : : ; x
4
= 0; 1; : : : ; N

  1, so
l

at sich dieser als Summe der Koordinate eines Hyperkubus y, mit y
1
; : : : ; y
4
=
0; 2; : : : ; N

 1, und der relativen Position innerhalb des Hyperkubus , mit 
1
, : : : ,

4
= 0; 1, darstellen. Mit x = y +  lassen sich somit die Felder (x) umindizieren


(y) 
1
4
(y + ) : (1.33)
Aus den 16 -Feldern eines Hyperkubus, lassen sich nun wieder die Dirac- und
Flavour-Komponenten eines Quarkfeldes q(y) linear kombinieren
q
f

(y) 
1
2
X

 



f


(y) ; (1.34)
q
f

(y) 
1
2
X



(y)



y

f
; (1.35)
mit 

 

1
1


2
2


3
3


4
4
. Dabei ist  der Dirac-Index und f der Flavour-Index. Nach ei-
nigen algebraischen Umformungen kann man die Kogut-Susskind Wirkung in diesen
Quarkfeldern ausdr

ucken:
S
(KS)
F
=
X
y
(2a)
4
q(y)
"
X

[(


 1l)@

+ a(
5

 t
5
)2

] +m(1l
 1l)
#
q(y) :
(1.36)
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Abbildung 1.2: Verteilung der Dirac- und Flavour-Komponenten der staggered Fer-
mionwirkung auf die Gitterpl

atze am Beispiel eines 2-dimensionalen Gitters.
Das Tensorprodukt ist so deniert, da der erste Operator auf die Dirac-Kompo-
nenten und der zweite auf die Flavour-Komponenten wirkt, also q(y)(A
B)q(y) 
q
f

A

B
fg
q
g

. Die Dierentialoperatoren wirken dabei auf dem zu Hyperkuben ge-
blockten Gitter, also @

f(y) 
1
4a
(f(y + 2^)  f(y   2^)) und 2

f(y) 
1
4a
2
(f(y +
2^)   2f(y) + f(y   2^)). Weiter sind die Matrizen t durch die entsprechenden
transponierten -Matrizen deniert, also t
5
 t

t
5
 
T


T
5
.
Die staggered Fermion-Formulierung f

uhrt also zu 2
d?2
massenentarteten Fermion-
Flavourn, die auf die Ecken eines Hyperkubus verteilt sind. Dies entspricht eektiv
einer Verdoppelung des Gitterabstands. Vergleicht man die freie Kogut-Susskind
Wirkung in den neuen Quarkfeldern mit der freien Wilson-Wirkung so f

allt auf, da
diese eine sehr

ahnliche Struktur haben, sie unterscheiden sich nur in der Matrix-
Struktur des Korrektur-Terms von der Ordnung a, welcher eine Diskretisierung der
zweiten Ableitung ist.
Reduzierte chirale Symmetrie der Wirkung in den Quarkfeldern
Die oben f

ur die -Felder gezeigte reduzierte chirale Symmetrie kann man auch f

ur
die neuen q-Felder zeigen. Der die Symmetrie reduzierende Term ist oensichtlich
der Korrektur-Term proportional 
5

 t
5
.
Dazu ben

otigt man Projektoren P
o
und P
e
, die auf die ungeraden bzw. geraden
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Gitterpunkte projizieren:
P
e

1
2
(1l
 1l + 
5

 t
5
) ;
P
o

1
2
(1l
 1l  
5

 t
5
) :
Mit diesen Projektoren lassen sich Transformationen 
o
; 
e
2 U(1) auf die q-Felder
anwenden:
q(y)  ! q
0
(y) = (
o
P
o
+ 
e
P
e
)q(y)
=
1
2
[(
e
+ 
o
)(1l
 1l)q(y) + (
e
  
o
)(
5

 t
5
)q(y)]
q(y)  ! q
0
(y) = q(y)(P
o

y
e
+ P
e

y
o
)
=
1
2

q(y)(1l
 1l)(
y
e
+ 
y
o
) + q(y)(
5

 t
5
)(
y
o
  
y
e
)

Es gibt zwei F

alle, in denen die Wirkung 1.36 invariant unter diesen Transformatio-
nen ist, f

ur 
e
= 
o
und 
e
=  
o
. In diesen F

allen werden die obigen Transforma-
tionen auf jeweils einen der Operatoren V  1l
 1l bzw. A  
5

 t
5
reduziert. Die
Invarianz des kinetischen Terms der Wirkung im allgemeinen Fall folgt nun daraus,
da V mit 
5

 t
5
kommutiert bzw. A mit 
5

 t
5
antikommutiert, f

ur alle .
Im Fall 
e
= 
o
, also f

ur die durch V generierten Transformationen, ist auch der
Massenterm invariant. V ist der Generator der U
V
(1), diese Symmetrie entspricht
also der Baryonen-Zahlerhaltung.
Im Fall 
e
=  
o
, also f

ur die durch A generierten Transformationen, ist der Mas-
senterm nicht invariant. Da weiterhin A spurlos im Flavourraum ist, ist diese U(1)
Symmetrie Untergruppe der axialen SU
A
(4) und nicht die axiale U
A
(1).

Es ist also im masselosen Fall eine reduzierte chirale Symmetrie U(1) 2 SU
A
(4) vor-
handen, welche zu einem Goldstone-Boson,

ahnlich dem Pion, f

uhrt, falls sie spontan
gebrochen wird. Hierin liegt der Vorteil der staggered Fermion-Formulierung in Be-
zug auf die Untersuchung des chiralen Phasen

ubergangs in der QCD.
Im Vergleich zur Wilson-Formulierung f

uhren staggered Fermionen also nicht zu
einer vollst

andigen Beseitigung der Fermion-Doppeler, so sind auf einem 4-dimen-
sionalen Gitter immer noch 4 Flavour von staggered Fermionen. Daf

ur erreicht man
aber, da ein Teil der chiralen Symmetrie erhalten ist. Es besteht sogar ein kau-
saler Zusammenhang zwischen chiraler Symmetrie einer Fermion-Formulierung auf
dem Gitter und der Anzahl der Doppeler, welcher im Nielson-Ninomiya Theorem
erfat wird [14]. Dieses Theorem besagt, da es in einer Gitterformulierung unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen f

ur jede Quantenzahl die gleiche Anzahl links-

Wie in [13] gezeigt kann man die 16 Elemente der durch die Dirac-Matrizen aufgespannten
Cliort-Algebra, also f1l; 

; 

=
1
2
[

; 

]; 
5


; 
5
g, als Generatoren der U(4) auassen, wenn
man sie zu hermiteschen Matrizen konvertiert. A ist also einer der Generatoren der SU
A
(4).
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wie rechtsh

andiger Teilchen im Fermionpropagator gibt. Dies bedeutet, da chirale
Symmetrie auf dem Gitter stets mit Doppelern einhergeht, oder umgekehrt, da
sich Fermion-Doppeler nur durch zus

atzliche Massenterme von O(a), die die chira-
le Symmetrie brechen, vermeiden lassen. Die staggered Fermion-Formulierung stellt
also so betrachtet einen Kompromi zwischen den Extremen chirale Symmetrie und
Nicht-Existenz von Fermion-Doppelern dar.
Kogut-Susskind Wirkung mit Eichwechselwirkung
Bisher wurde die freie Fermionwirkung betrachtet, das heit die Kopplung der Fer-
mionfelder an die Eichfelder wurde vernachl

assigt. Eine eichinvariante Einbindung
der Linkvariablen U

(x) in die staggered Fermionwirkung 1.32 l

at sich wie im Fall
der naiven Wirkung realisieren:
S
(KS)
F
= a
4
X
x;


(x)(x)
1
2a

U

(x)(x + ^)  U
y

(x  ^)(x  ^)

(1.37)
+ m a
4
X
x
(x)(x) :
Dabei ist zu beachten, da die -Felder nun einen Colour-Freiheitsgrad haben,  =
(
a
)
a=1;::: ;N
c
.
Die Konstruktion der q-Felder kann auf den Fall der Kopplung von Eichfeldern an die
Quarks verallgemeinert werden. Eine m

ogliche Verallgemeinerung der Denitionen
1.34 und 1.35 ist
q
f

(y) 
1
2
X

 



f
~
U

(y)

(y) ; (1.38)
q
f

(y) 
1
2
X



(y)
~
U
y

(y)



y

f
; (1.39)
wobei
~
U

(y)  [U
1
(y)]

1
[U
2
(y + 
1
)]

2
 : : :  [U
4
(y + 
1
+ : : :+ 
3
)]

4
(1.40)
das Produkt von Linkvariablen U

(x) entlang eines denierten Pfades von y nach
y +  innerhalb eines Hyperkubus ist.
Diese Denitionen haben zwei wichtige Eigenschaften: Erstens erhalten sie die Eich-
invarianz, das heit alle Felder (q(y); q(y)) transformieren sich bei einer Eichtrans-
formation mit der Eichmatrix am Punkt y. Zweitens

andert die Einf

uhrung der
Eichfelder die chiralen Eigenschaften der Theorie nicht, das heit sie hat die gleiche
U(1)
 U(1) Symmetrie wie im freien Fall.
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Naiver Kontinuum-Limes
Damit die so denierte Gitter-Fermionwirkung auch eine Diskretisierung der QCD-
Kontinuum-Wirkung ist, ist es notwendig, da sie im naiven Kontinuum-Limes (a!
0) gegen die QCD-Kontinuum-Wirkung konvergiert. Um dies zu zeigen, entwickelt
man die Wirkung in Ordnungen des Gitterabstands a. Dazu setzt man wieder die
Entwicklung der Linkvariablen,
U

(x) = iga

A

(x) +
1
2
a@

A

(x) +
1
6
a
2
@
2

A

(x) +O(a
3
)

+O(a
2
g
2
) ; (1.41)
in die Kogut-Susskind Wirkung mit den q-Feldern 1.38 und 1.39 ein. Nach einer
l

angeren aber geradlinigen Rechnung ergibt sich
S
(KS)
F
=
X
y;
(2a)
4
q(y)
n
(1l
 1l)m+ (


 1l)D

+ a(
5

 t
5
)D
2

 
1
4
iga
X

T
[;]
F
;
(y)
o
q(y) +O(a
2
) ; (1.42)
wobei
D

(y)  @

+ igA

(y) (1.43)
die kovariante Ableitung ist. Des Weiteren ist
F
;
 @

A

(y)  @

A

(y) + ig[A

(y); A

(y)] (1.44)
die kovariante Rotation und der antisymmetrische Tensor T ist deniert durch
T
[;]
 (

  

)
 1l +
1
2

y
5
[

; 

]
 (t

+ t

)
y
t
y
5
: (1.45)
Im Limes (a ! 0) geht die Summe, (2a)
4
P
y;
, in 1.42 gegen ein Integral und es
bleiben nur die ersten beiden Terme

ubrig. Dies ist der fermionische Teil der QCD
Kontinuum-Lagrangefunktion.
Man sieht aber, da es bei endlichem Gitterabstand a einen Term proportional a
gibt, der verschiedene Flavour-Komponenten

uber die Eichfelder aneinander koppelt.
Dies f

uhrt zur Brechung der Flavour-Symmetrie, die in der Kontinuum-Lagrange-
funktion sowie auch in der Wilson-Fermion-Wirkung vorhanden ist. Auf dieses Git-
terartefakt der staggered Fermion-Formulierung und eine Methode zur Verminde-
rung dieses Eekts wird in Abschnitt 3.2 genauer eingegangen.
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Verbesserte Eichwirkungen
Wie in Abschnitt 1.2 erl

autert stellt die Standard Wilson-Eichwirkung eine Diskre-
tisierung der Kontinuum-Wirkung dar, in dem Sinne, da sie im naiven Kontinuum-
Limes (a! 0) gegen die QCD-Eichwirkung konvergiert. Man erh

alt aber durch die
Diskretisierung bei endlichem Gitterabstand a Abweichungen von der Kontinuum-
Wirkung, welche sich in einer st

orungstheoretischen Entwicklung in h

oheren Ord-
nungen a
2n
g
2k
, beginnend mit O(a
2
), zeigen. Diese Diskretisierungsfehler f

uhren zu
entsprechenden Fehlern von der Ordnung a
2
bei der Berechnung von physikalischen
Observablen in Monte-Carlo Rechnungen. Insbesondere ndet man bei thermody-
namischen Observablen wie Druck und Energiedichte bei endlicher Temperatur T
Abweichungen von O(1=N
2

) auf Gittern mit N

Gitterpunkten in Zeitrichtung, da
aT = 1=N

.
Andererseits ist aber durch die Kriterien des korrekten Kontinuum-Limes und der
lokale Eichinvarianz die Gitter-Eichwirkung nicht eindeutig bestimmt, vielmehr gibt
es im Prinzip unendlich viele M

oglichkeiten f

ur Gitter-Wirkungen, die diese Kriteri-
en erf

ullen. Die Eichinvarianz wird n

amlich, wie in Abschnitt 1.2 gezeigt, von allen
Operatoren, die Produkte von Linkvariablen entlang gerichteter, geschlossener Pfa-
de enthalten, erf

ullt. Man spricht nun von einer verbesserten Wirkung, wenn diese
zu Diskretisierungsfehlern f

uhrt, welche mit einer h

oheren Ordnung in a beginnen.
Im folgenden sollen zwei Methoden erl

autert werden, mit denen man solche verbes-
serten Wirkungen konstruieren kann. Die erste beruht auf einer st

orungstheoreti-
schen Entwicklung der Gitteroperatoren, in der man Bedingungen f

ur die Koe-
zienten der beitragenden Operatoren in der Gitter-Wirkung sucht, die zu Verbes-
serungen f

uhren. Diese Methode geht in ihren Urspr

ungen auf Symanzik zur

uck,
der dieses Verbesserungsprogramm an der 
4
-Theorie entwickelt hat [16]. Die zweite
Methode beruht auf der Renormierungsgruppen-Theorie und wurde von P. Hasen-
fratz und F. Niedermayer vorgeschlagen [15]. Dabei sucht man den Fixpunkt einer
verallgemeinerten Gitter-Wirkung unter Renormierungsgruppen-Transformationen.
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2.1 St

orungstheoretisch verbesserte Eichwirkun-
gen
Tree-level-Verbesserung
In diesem Abschnitt sollen verbesserte Wirkungen durch explizite Beseitigung der
f

uhrenden O(a
2
) Korrekturterme zur euklidischen Kontinuum-Wirkung konstruiert
werden. Dazu betrachten wir einen Ansatz f

ur eine verallgemeinerte Wirkung, indem
zur Plaquettewirkung weitere Terme bestehend aus gr

oeren Loops addiert werden.
Wir beschr

anken uns dabei zun

achst auf planare kl Wilson-Loops U
k;l
, die, um die
Isotropie des Systems zu erhalten, in den beiden Richtungen symmetrisiert werden.
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U
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U
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U
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Die verallgemeinerte Wilson-Wirkung wird also deniert durch
S
I
=
X
x;>
1
X
l=1
l
X
k=1
a
k;l
W
k;l
;
(x)

X
x;>
S
I
;
(x) ; (2.1)
wobei W
k;l
;
die symmetrisierte Linearkombination der k  l Wilson-Loops in der
(,)-Ebene bezeichnet,
W
k;l
;
(x) = 1 
1
2N

Re TrU
k;l
;
(x) + Re TrU
l;k
;
(x)

= 1 
1
2N

Re TrL
(k)
x;
L
(l)
x+k^;
L
(k)
x+l^;
y
L
(l)
x;
y
+ (k $ l)

: (2.2)
Dabei wird die abk

urzende Schreibweise L
(k)
x;
=
Q
k?1
j=0
U

(x + j^) f

ur die Produkte
der Links entlang einer Kante des Wilson-Loops verwendet. Die Koezienten a
k;l
sind zun

achst beliebige reelle Zahlen.
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Diese Wirkung soll nun in Tree-level, d.h. in niedrigster Ordnung der Kopplung g,
entwickelt werden, indem wieder die Darstellung der Linkvariablen als Paralleltrans-
porter 1.15 eingesetzt wird. F

ur den k  l Wilson-Loop ergibt sich damit
U
k;l
;
(x) = L
(k)
x;
L
(l)
x+k^;
L
(k)
x+l^;
y
L
(l)
x;
y
= exp

ig
1
X
p=0
a
2(p+1)
p
X
q=0
c
k;l
p;q
@
(2(p?q))

@
(2q)

F
(0)
;
(x +
l
2
^ +
k
2
^) +O(g
2
)

;(2.3)
wobei
c
k;l
p;q
=
k
(2q+1)
l
(2(p?q)+1)
2
(?2p)
(2q + 1)!(2(p  q) + 1)!
: (2.4)
Dabei ist F
(0)
;
= @

A

 @

A

der Kontinuumfeldst

arketensor in niedrigster Ordnung
g.
Setzt man dies in 2.2 ein und entwickelt die Exponentialfunktion, so erh

alt man
W
k;l
;
(x) = 1 
1
2N

Re TrU
k;l
;
(x) + Re TrU
l;k
;
(x)

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0
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2
+ (k $ l)
9
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;
+O(g
4
)
und f

ur die verallgemeinerte Wirkung folgt daraus die Entwicklung bis O(a
8
)
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An dieser Entwicklung erkennt man nun, da man eine bis zu einer Ordnung a
2n
verbesserte Wirkung erh

alt, die zum richtigen naiven Kontinuumlimes f

uhrt, wenn
man die Koezienten a
k;l
so w

ahlt, da
1
X
l=1
l
X
k=1
a
k;l
k
2
l
2
= 1 (2.7)
und die Vorfaktoren der Terme h

oherer Ordnung in a bis einschlielich der Ord-
nung a
2n
gleich Null sind. Diese

Uberlegung f

uhrt auf ein Gleichungssystem f

ur die
Koezienten a
k;l
, das in dieser Allgemeinheit jedoch die a
k;l
nicht eindeutig festlegt.
Die verbesserte Wirkung sollte aber nicht zuletzt auch aus Gr

unden der Handhab-
barkeit in numerischen Simulationen m

oglichst lokal in dem Sinne, da die ber

uck-
sichtigten Loops von geringer Ausdehnung sind, und m

oglichst einfach in dem Sinne,
da die Zahl der eingehenden Terme gering ist, sein. Das bedeutet, da die Koe-
zienten f

ur die gr

oeren Wilson-Loops gleich Null gew

ahlt werden.
Um die Korrekturen proportional a
2
in der Wirkung zu beseitigen, gen

ugt es, zum
Standard 4-Link-Plaquetteterm einen weiteren Loop mit linearer Ausdehnung zwei
hinzuzunehmen. Im speziellen werden hier zwei Wirkungen betrachtet, bei der einen
wird zum Plaquetteterm ein 6-Link Term, der symmetrisierte 21 Wilson-Loop, und
bei der anderen ein 8-Link Term, der 22 Wilson-Loop, addiert.
Die nicht verschwindenden Koezienten dieser verbesserten Wirkungen lauten
I  (1; 2) : a
1;1
=
5
3
; a
1;2
=  
1
6
I  (2; 2) : a
1;1
=
4
3
; a
2;2
=  
1
48
(2.8)
On-shell-Verbesserung
Wie oben erw

ahnt, f

uhren die O(a
2
) Korrekturen der Standard Wilson-Wirkung zu
entsprechenden Fehlern in physikalischen Observablen. Dadurch ergibt sich ein alter-
nativer Zugang zur Verbesserung der Wirkung. Anstatt direkt die Cut-o-Abh

angig-
keit der Wirkung zu betrachten, kann man auch Bedingungen f

ur die Koezienten
in der Wirkung nden, die die Cut-o-Abh

angigkeit bestimmter Observablen redu-
zieren. Dabei ergibt sich jedoch das Problem, da die Gitter-Operatoren, die die
entsprechende Observable diskretisieren, selbst eine intrinsische Cut-o-Abh

angig-
keit mit sich bringen.
Dieses Problem kann vermieden werden, wenn man sich auf die Verbesserung spek-
traler Gr

oen wie z.B. das statische Quark-Antiquark-Potential beschr

ankt, da diese
nicht von der Wahl des Operatorfeldes abh

angen. Diese Methode bezeichnet man
als On-shell-Verbesserung. Sie wurde von M. L

uscher und P. Weisz eingef

uhrt [17]
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nachdem eine

ahnliche Vorgehensweise, bei der jedoch auch nicht spektrale, also
O-shell-Gr

oen betrachtet wurden, die zu \unphysikalischen" Bedingungen an die
Koezienten f

uhren, von P. Weisz und R. Wohlert verwendet wurde [18].
Physikalische Gr

oen M , wie Massen stabiler Teilchen und deren Streuamplitu-
den, k

onnen auf dem Gitter aus euklidischen Korrelationsfunktionen entsprechen-
der Gitter-Operatoren extrahiert werden. Diese h

angen von der nackten Kopplung g
und einem Satz

auerer raumartiger Impulse p ab und sind in Gittereinheiten gege-
ben.

Uber die physikalische Dimension a

dieser Gr

oe kann man nun eine skalierte
Gr

oe m denieren,
m(p; g; a) = a
?
M(ap = k; g) : (2.9)
In einer Gittertheorie mit perfektem Skalenverhalten w

are es m

oglich eine Funktion
g(a) zu nden, f

ur die
a
d
da
m(p; g(a); a) = 0 (2.10)
f

ur alle Gr

oen m gilt. Dies ist der Ansatzpunkt bei der Konstruktion perfekter
Wirkungen im n

achsten Abschnitt. F

ur die Wilson-Wirkung ist dies jedoch nicht
m

oglich und man ndet in St

orungstheorie ein approximatives Skalenverhalten im
Limes a! 0
a
d
da
m(p; g(a); a) = O(a
2
) : (2.11)
Man nennt eine Wirkung nun on-shell-verbessert, wenn die Korrekturen in 2.11 f

ur
alle niedrigen Energieniveaus m zu O(a
4
) reduziert sind.
F

ur diese Verbesserung mu man neben dem Plaquette-Term s

amtliche Operatoren
der Dimension 6 betrachten, wobei die Dimension K eines Operators 
 die f

uhrende
Ordnung in einer a-Entwicklung ist:

   !
a!0
1
X
k=K
a
k
!
k
: (2.12)
Eine Basis im Raum aller Dimension-6 Eichoperatoren ist durch die folgenden Ope-
ratoren gegeben:


1
= O
1
  8O
0
;


2
= O
2
  8O
0
; (2.13)


3
= O
3
  16O
0
;
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mit
O
0
(x) =
X
P
0
(1 
1
N
c
Re Tr (x)) ;
O
1
(x) =
1
2
X
P
1
(1 
1
N
c
Re Tr (x)) ;
O
2
(x) =
1
4
X
P
2
(1 
1
N
c
Re Tr (x)) ; (2.14)
O
3
(x) =
1
12
X
P
3
(1 
1
N
c
Re Tr (x)) ;
wobei P
i
die Menge aller Loops am Punkt x der entsprechenden Form ist

.
Aus diesen

Uberlegungen ergibt sich ein Ansatz f

ur die verbesserte Wirkung als
S
I
=
X
x
3
X
i=0
c
i
(g
2
)O
i
(x) ; (2.15)
wobei die Koezienten c
i
Funktionen der Kopplung g sind, welche bei g=0 regul

ar
sind.
Entwickelt man die einzelnen Beitr

age, so erh

alt man analog zu 2.7 aus der For-
derung nach dem korrekten Kontinuum-Limes eine Normierungsbedingung an die
Koezienten:
c
0
(g
2
) + 4c
1
(g
2
) + 2c
2
(g
2
) +
4
3
c
3
(g
2
) = 1 : (2.16)
Die Koezienten c
i
k

onnen im Prinzip Ordnung f

ur Ordnung in g
2
in St

orungstheo-
rie berechnet werden. Dazu entwickelt man diese
c
i
(g
2
) = c
(0)
i
+ g
2
c
(2)
i
+O(g
4
) : (2.17)
Man kann nun zeigen, da einer der Koezienten c
1
und c
3
redundant ist, denn es
gilt:
Ist S
I
eine on-shell-verbesserte Wirkung von der Form 2.15, so gibt es Koezienten

i
(g
2
;S) so, da auch
S + 
X
x
3
X
i=1

i
(g
2
;S)

i
(x) (2.18)

Das bedeutet f

ur die planaren Loops O
0
und O
1
die Ber

ucksichtigung aller entsprechenden
Pfade, die in positiver Richtung von x abgehen, und f

ur die nicht-planaren Loops O
2
und O
3
die Ber

ucksichtigung aller entsprechenden Pfade, die auf den Kanten von Einheitsw

urfeln liegen,
welche in positiver Richtung von x abgehen.
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eine on-shell-verbesserte Wirkung in niedrigster Ordnung  ist und

1
(0;S) = 1 ;

2
(0;S) = 0 ;

3
(0;S) = 1 ;
f

ur alle Wirkungen S.
Angenommen die Koezienten c
i
w

aren bis zur Ordnung g
2l
bestimmt. W

ahlt man
nun den Parameter  proportional zu g
2l
, so folgt aus obigem Satz, da diese Koef-
zienten nur bis auf einen Shift
c
(2l)
1
! c
(2l)
1
+  ;
c
(2l)
2
! c
(2l)
2
;
c
(2l)
3
! c
(2l)
3
+  ;
f

ur beliebiges  bestimmt sind. Man kann also zum Beispiel in jeder Ordnung g
2
den Koezienten c
3
zu Null w

ahlen:
c
3
(g
2
) = 0 : (2.19)
Zum Beweis des obigen Satzes deniert man eine Transformation der Eichfelder,
die das Energiespektrum unver

andert l

at, aber zus

atzliche Terme der Dimension 6
erzeugt. Diese isospektrale Transformation ist
~
U

(n)  e
X

(n)
U

(n) ; (2.20)
wobei  innitesimal und X

(n) eine anti-hermitesche, spurlose Matrix ist, die in
Anhang B deniert ist. Die zus

atzlichen Terme der Dimension 6 lassen sich dann
bis auf Fehler der Ordnung a
4
in der Basis 2.13 ausdr

ucken und sorgen so f

ur den
Shift in den Koezienten.
Da es also nur zwei unabh

angige Koezienten c
i
gibt, kann man diese durch die
Forderung nach Abwesenheit von O(a
2
) Skalenverletzungen in zwei bestimmten On-
shell-Gr

oen bestimmen.
L

uscher und Weisz haben die Koezienten bis Ordnung g
2
durch die Berechnung
der Skalenverletzungen einer Mesonmasse m
A
und einer Meson-Streuamplitude  in
Tree-level (O(g
0
)) und in 1-loop-Ordnung (O(g
2
)) bestimmt [17]. Dabei ergibt sich
in Tree-level
m
(0)
A
= m

1  a
2
m
2

2c
(0)
1
  4c
(0)
2
+
1
12

+O(a
4
)

; (2.21)

(0)
=  8m

1 
1
2
a
2
m
2

9

2c
(0)
1
  4c
(0)
2
+
1
12

+ 8c
(0)
2

+O(a
4
)

:(2.22)
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Die Skalenverletzungen in O(a
2
) sind also beseitigt wenn f

ur die Koezienten gilt
2c
(0)
1
  4c
(0)
2
=  
1
12
; (2.23)
9

2c
(0)
1
  4c
(0)
2
+
1
12

+ 8c
(0)
2
= 0 : (2.24)
Diese Bedingungen zusammen mit der Normierung 2.16 f

uhren zu den selben Koef-
zienten, wie im vorangegangenen Abschnitt f

ur die Wirkung S
(1;2)
:
c
(0)
0
=
5
3
; c
(0)
1
=  
1
6
; c
(0)
2
= 0 : (2.25)
Die Skalenverletzungen in O(a
2
g
2
) wurden numerisch bestimmt. Daraus ergeben
sich die 1-loop-Koezienten f

ur die SU(3) Eichgruppe
c
(2)
0
= 0:2370 ; c
(2)
1
=  0:05042 ; c
(2)
2
=  0:01764 : (2.26)
2.2 Perfekte Eichwirkungen
Perfekte Wirkungen
Eine radikale L

osung des Problems der Skalenverletzungen und damit der Cut-o-
Eekte in Gittersimulationen w

are eine perfekteGitter-Wirkung, die keinerlei Gitter-
artefakte mehr besitzt. Die Existenz solcher perfekten Wirkungen folgt aus Wilsons
Renormierungsgruppen-Theorie [1, 19].
Als Ausgangspunkt dient eine Wirkung, die aus einer unendlichen Zahl von Ope-
ratoren besteht und die die grunds

atzlichen Anforderungen der Eichinvarianz, der
Lokalit

at, der diskreten Translations- und Rotationsinvarianz und des korrekten nai-
ven Kontinuum-Limes erf

ullt. Die entsprechenden Kopplungen der einzelnen Opera-
toren seien fc
1
; c
2
; : : : g. Die Wirkung S wird also durch einen Punkt im unendlich
dimensionalen Raum der Kopplungen (; c
1
; c
2
; : : : ) repr

asentiert (siehe Abbildung
2.1).
Eine Renormierungsgruppen-Transformation ist in diesem Fall eine Blocktransfor-
mation im Kongurationsraum, die die Zustandssumme Z =
R
[DU ] exp( S(U))
invariant l

at, d.h. man deniert durch die Linkvariablen U

auf dem Gitter mit
Gitterabstand a geblockte Linkvariablen V

(n
B
), die auf einem gr

oberen Gitter mit
Gitterabstand a
0
= k
B
a leben und die durch eine lokale Mittelung aus den urspr

ung-
lichen Linkvariablen gebildet werden. Dabei ist k
B
2 N der sogenannte Skalenfak-
tor. Unter wiederholten Blocktransformationen wandert die Wirkung im Raum der
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c
1
c
2
; : : :
1=
RT
FP FP-Wirkung
Abbildung 2.1: Schematisches Fludiagramm f

ur asymptotisch frei Eichtheorien.
Renormierte Trajektorie (RT) und Fixpunkt-Wirkung sind im Parameterraum
(c
1
; c
2
; : : : )

uber der Kopplung g
2
aufgetragen. Die Renormierte Trajektorie endet
im Fixpunkt (FP) in der g
2
=0 Ebene.
Kopplungskonstanten. Abbildung 2.1 zeigt das erwartete Fludiagramm einer asym-
ptotisch freien Theorie wie der SU(3) Eichtheorie.
In der =1 Hyperebene gibt es einen Fixpunkt (FP) der RG-Transformation
c

1
; c

2
; : : : , der in seiner Umgebung in dieser Hyperebene attraktiv wirkt. Die ex-
akte Position des Fixpunkts h

angt von der speziellen Wahl der Blocktransformation
ab. Bei endlichem  w

achst die Kopplung g
2
= 2N
c
= gem

at der -Funktion einer
asymptotisch freien Theorie. Die renormierte Trajektorie (RT), welche die =1
Hyperebene an der Stelle des Fixpunktes verl

at, ist der Attraktor der Flulinien
der RG-Transformation, die in einer Umgebung des Fixpunktes bei endlichem 
starten.
Die Punkte der renormierten Trajektorie denieren perfekte Wirkungen, d.h. Wir-
kungen die v

ollig frei von Cut-o-Eekten sind. Ein vereinfachtes Argument daf

ur
geht wie folgt. Bei einem gegebenen -Wert ist der entsprechende Punkt der renor-
mierten Trajektorie durch unendlich viele RG-Transformationen mit einer innitesi-
malen Umgebung des Fixpunkts verbunden. Da jeder dieser Schritte den Gitterab-
stand um einen Faktor k
B
vergr

oert, entspricht jeder Abstand bei dem gegebenen
 (sogar 1 Gittereinheit) einem groen Abstand in der N

ahe des Fixpunktes. Die
innitesimale Umgebung des Fixpunkts entspricht nun dem tats

achlichen (nicht nai-
ven) Kontinuum-Limes, hier gibt es keinerlei Cut-o-Eekte bei langen Distanzen.
Daher gibt es auf der RT bei dem gegebenen  bei beliebigen Abst

anden keine
Gitterartefakte.
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SU(3) Fixpunkt-Wirkungen
Die Konstruktion perfekter Wirkungen f

ur die Gittereichtheorie wurde von P. Ha-
senfratz und F. Niedermayer vorgeschlagen [15]. Die Vorgehensweise ist dabei wie
folgt. Man deniert eine Blocktransformation mit Skalenfaktor 2 durch
e
?
0
S
0
(V )
=
Z
[DU ] expf (S(U) + T (U; V ))g ; (2.27)
wobei der Kern dieser Transformation, T (U; V ), von der Form
T (U; V ) =
X
n
B
;

 

N
c
Re Tr (V

(n
B
)Q
y

(n
B
)) +N (Q

(n
B
))

(2.28)
ist. Die komplexe N
c
N
c
Matrix Q(n
B
) ist dabei ein Mittel

uber die Linkvariablen
auf dem feinen Gitter in der Umgebung des \groben" Links (n
B
; ). Der letzte Term
in Gleichung 2.28 sorgt f

ur die Invarianz der Zustandssumme:
e
N (Q)
=
Z
SU(N
c
)
[dW ] exp



N
c
Re Tr (WQ
y
)

: (2.29)
Der Kern der Blockprozedur wird eichinvariant gew

ahlt, dar

uber hinaus gibt es je-
doch eine groe Wahlfreiheit wie auch f

ur den Parameter , die man zur Optimierung
nutzen kann.
Die Integration in Gleichung 2.27 kann man bei endlichem  nicht analytisch ausf

uh-
ren, deshalb verfolgt man eine andere Strategie. In der =1 Hyperebene reduziert
sich Gleichung 2.28 auf eine Sattelpunktsgleichung:
S
0
(V ) = min
fUg
fS(U) + T (U; V )g ; (2.30)
der Fixpunkt dieser Transformation ist daher
S
FP
(V ) = min
fUg

S
FP
(U) + T (U; V )
	
: (2.31)
Die L

osung dieser Fixpunktgleichung ist eine klassisch-perfekte Wirkung. Man de-
niert nun die Fixpunkt-Wirkung bei endlichem  durch S
FP
(U). Dies entspricht
der Linie, welche die kritische Fl

ache ( =1) orthogonal verl

at. Obschon die \klas-
sischen" Cut-o-Korrekturen von der O(g
0
a
2n
) f

ur alle n 2 N beseitigt sind, weicht
die FP-Wirkung bei endlichem  von der \quanten"-perfekten Wirkung entlang der
renormierten Trajektorie ab; die FP-Wirkung f

uhrt also zu Skalenverletzungen in
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O(g
2
).
y
F

ur groe  liegt die FP-Wirkung beliebig nah an der renormierten Trajek-
torie.
Die praktische L

osung der Fixpunktgleichung f

ur SU(3) wurde in [24] f

ur zwei ver-
schiedene Typen von Blocktransformationen durchgef

uhrt, die mit Typ I und Typ
II bezeichnet werden, sowie in [25] f

ur einen weiteren Typ der Blocktransformati-
on (Typ III). Diese L

osungen erfordern eine Parametrisierung der Wirkung, welche
ausreichend einfach ist. Dadurch werden zwangsl

aug wieder Cut-o-Eekte indu-
ziert, dies gilt insbesondere f

ur Parametrisierungen, die nur endlich viele Operato-
ren ber

ucksichtigen. Es h

angt jedoch auch von der gew

ahlten Blocktransformation
ab, wie gut die Parametrisierung ist. Die gew

ahlten Parametrisierungen enthalten
Potenzen der Operatoren O
0
, O
1
und O
2
, die auch f

ur die on-shell-verbesserten
Wirkungen betrachtet wurden und in 2.14 deniert wurden.
S
(FP )
=
X
x
(
X
P
0
4
X
n=1
c
n
0

1
N
c
Re Tr

1l  (x)

n
+
1
2
X
P
1
4
X
n=1
c
n
1

1
N
c
Re Tr

1l  (x)

n
(2.32)
+
1
4
X
P
2
4
X
n=1
c
n
2
 
1
N
c
Re Tr
"
1l  (x)
#!
n
)
:
In allen F

allen m

ussen die Koezienten die Normierungsbedingung 2.16 erf

ullen.
F

ur die Typen I und II wurden die Koezienten des 12 Terms gleich Null gew

ahlt
(c
n
1
= 0). F

ur den Typ III wurden drei F

alle unterschieden: 1. c
n
1
= 0 (Typ IIIa),
2. c
n
1
= 0 und On-shell-Tree-level-Bedingung 2.23 (Typ IIIb) und 3. c
n
1
6= 0 und
On-shell-Tree-level-Bedingung 2.23 (Typ IIIc).
Die Koezienten wurden dann auf einer endlichen Anzahl (400) zuf

allig gew

ahlter
Eichfeldkongurationen optimiert. Dazu wurden diese Kongurationen als \grobe"
Linkvariablen fVg in die linke Seite der Fixpunktgleichung 2.31 eingesetzt und dann
die rechte Seite numerisch minimiert.
Es soll noch einmal betont werden, da die so bestimmten Wirkungen weder perfekt
noch klassisch perfekt sind, sondern eine Approximation an eine klassisch perfekte
Fixpunkt-Wirkung sind.
y
Man kann formale Argumente daf

ur angeben, da die FP-Wirkung auch 1-loop-perfekt ist [15,
19]. Dies fand man in einer Analyse der Cut-o-Eekte der Massenl

ucke (\mass gap") bei endlichem
Volumen, m(L), f

ur das 2-dimensionale nicht-lineare -Modell [21] sowie f

ur das Schwinger-Modell
[22] best

atigt. Das stellte sich aber als Zufall heraus und liegt an der speziellen Wahl der Observable.
J

ungere Untersuchungen der kleinsten Energie E(L; p) im p 6= 0 Kanal zeigten auch kleine Cut-
o-Eekte im 1-loop-Level f

ur eine klassisch perfekte Wirkung [23].
40 Kapitel 2. Verbesserte Eichwirkungen
Die FP-Wirkungen Typ I und Typ IIIa wurden von A. Papa f

ur Monte-Carlo-
Rechnungen in der Thermodynamik eingesetzt [4]. Die Ergebnisse werden in Ab-
schnitt 2.3 diskutiert.
Iwasaki-Wirkung
Eine weitere verbesserte Eichwirkung, die ausgiebig f

ur Untersuchungen der QCD
Thermodynamik benutzt wurde, ist von Y. Iwasaki vorgeschlagen worden [26, 27].
Unter Verwendung von Renormierungsgruppen-Methoden wurde eine Wirkung so
konstruiert, da sie nah an der renormierten Trajektorie liegt. Dazu betrachtet man
zun

achst eine Wirkung die nur den Plaquette-Term, O
0
, und den 1  2 Term, O
1
,
enth

alt. Die Parameter werden dann so gew

ahlt, da nach nur einer Renormie-
rungsgruppen-Transformation die transformierte Wirkung nahe an der renormierten
Trajektorie liegt, obschon diese nat

urlich nicht mehr in dem 2-Parameter Unterraum
der urspr

unglichen Wirkung liegt.
z
Die beiden Koezienten der Iwasaki-Wirkung sind
c
0
 c
RG
0
= 3:648 ; c
1
 c
RG
1
=  0:662 : (2.33)
Die Koezienten sind so gew

ahlt, da sie die Normierungsbedingung 2.16 erf

ullen.
2.3 Thermodynamik und Hochtemperatur-Limes
Bei hohen Temperaturen wird die Wechselwirkung eines Systems aus Gluonen und
Quarks von Moden hoher Impulse dominiert. Auf Grund der asymptotischen Freiheit
der QCD erwartet man, da in der Hochtemperaturphase aus der stark wechselwir-
kenden Materie ein Plasma aus nur schwach wechselwirkenden Teilchen wird, das
im Limes unendlicher Temperatur das Verhalten eines idealen, also nicht wechsel-
wirkenden Gases masseloser Quarks und Gluonen annimmt. Das Verhalten eines
idealen Gases ist im wesentlichen von der Anzahl der Freiheitsgrade bestimmt. Die
Energiedichte =T
4
sollte also beispielsweise f

ur ein Gluongas im Limes T !1 den
Stefan-Boltzmann Wert 
SB
=T
4
annehmen.
Andererseits entspricht der Gitterabstand a einem ultraviolett Cut-o im Impuls-
raum. Dieser f

uhrt auf dem Gitter bei hohen Temperaturen wegen der Dominanz
groer Impulse zu entsprechenden ultraviolett Cut-o-Eekten, die f

ur die Standard
Wirkung von O(a
2
) sind. Betrachtet man nun das System bei einer bestimmten phy-
sikalischen Temperatur T , so zeigen sich diese Cut-o Eekte wegen des Zusammen-
hangs a = (N

T )
?1
in Korrekturen zum Stefan-Boltzmann Limes, die von O(1=N
2

)
sind.
z
Details zu dieser Konstruktion wurden nicht ver

oentlicht.
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Hochtemperatur-Limes
In diesem Abschnitt soll dargestellt werden, welchen Einu die oben betrachteten
verbesserten Eichwirkungen auf die Cut-o-Eekte der Thermodynamik der SU(3)
Gittereichtheorie haben. Dazu sollen zun

achst diese Cut-o-Eekte im st

orungstheo-
retischen Hochtemperatur-Limes f

ur die Energiedichte  und die freie Energiedichte
f diskutiert werden.
Zwischen den thermodynamischen Gr

oen Energiedichte , Druck p und freie Ener-
giedichte f gilt f

ur ein ideales Gas die Relation
 = 3p =  3f : (2.34)
Andererseits ist der Stefan-Boltzmann Wert f

ur die Energiedichte eines idealen
Gluon-Gases gegeben durch

SB
=T
4
= (N
2
c
  1)

2
15
: (2.35)
In der Gitterformulierung ist die Temperatur durch T = (N

a)
?1
gegeben. Wei-
terhin ist der Gitterabstand a durch die Kopplung g in der Weise bestimmt, da
lim
g!0
a(g) = 0. Bei festemN

entspricht also dem Hochtemperatur-Limes (T !1)
der Limes g ! 0, der sogenannte Schwache-Kopplungs-Limes.
Zun

achst betrachten wir also eine Entwicklung der Wirkung in Ordnungen der Kopp-
lung g
S = S
(0)
+ gS
(1)
+ g
2
S
(2)
+O(g
3
) : (2.36)
Dazu entwickelt man die Linkvariablen U

(x) = exp(igA
a

(x)
a
) im Impulsraum in
Potenzen von g. Der Gitterabstand a wird der Einfachheit halber zu 1 gesetzt. Die
Impulssummen im Fourierraum bezeichnen wir dabei mit
Z
k
=
1
N
3

N

X
p
; (2.37)
wobei k

= (2=N

)n

,  N

=2  n

 N

=2   1 f

ur  6= 4 und k
4
= (2=N

)n
4
,
 N

=2  n
4
 N

=2  1.
Die Impulsraumfelder sind in der Mitte des Links deniert,
A
a

(k) =
X
x
e
?ikx?ik

=2
A
a

(x + ^=2) : (2.38)
In f

uhrender Ordnung l

at sich damit die Wirkung schreiben
S
(0)
G
=  
1
2
Z
k
X
;
A
a

( k)
G
;
(k)A
a

(k) ; (2.39)
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mit dem inversen Gluonpropagator

G
;
(k) = G
;
+ g

(k)g

(k) ; (2.40)
wobei g

(k)g

(k) der Eichxierungsterm ist.
F

ur die verbesserten Wirkungen ist der inverse freie Propagator eine Summe

uber
die Beitr

age der Operatoren in der Wirkung:
G
;
(k) =
X
i
c
(0)
i
G
(i)
;
(k) (2.41)
Details zu dieser Rechnung ndet man in [3]. Die Matrizen G
(i)
;
wurden dort f

ur
die Plaquette, den 1 2 Operator und den 2 2 Operator bestimmt. Die Beitr

age
des W

urfel-Operators, O
2
, wurden erst nachtr

aglich berechnet, sie sind in Anhang
A gegeben.
F

ur die planaren Loops, die in Abschnitt 2.1 f

ur die Konstruktion tree-level-ver-
besserter Wirkungen verwendet wurden, kann man aus den Beitr

agen zum inversen
Propagator einen diagonalen Anteil separieren:
G
(i;j)
;
(k) =
 
4
X
=1
N
i;j
;
(k)
!


 M
i;j
;
(k) (2.42)
Energiedichte 
Zur Berechnung des Hochtemperatur-Limes der Energiedichte reicht es aus, die Dif-
ferenz zwischen Erwartungswerten von r

aumlichen und zeitlichen Anteilen der Wir-
kung st

orungstheoretisch auszuwerten [28]. Da diese nur f

ur planare Loops eindeutig
deniert sind, beschr

anken wir uns f

ur die Energiedichte auf die Standard Wirkung
und die in Abschnitt 2.1 denierten tree-level-verbesserten Wirkungen. In f

uhrender
Ordnung gilt

T
4
=
6N
c
g
2
N
4

 

S
I


 


S
I


+O(g
2
) (2.43)
=
3(N
2
c
  1)
2
N
4

 
S
I;(0)

  S
I;(0)


+O(g
2
) ; (2.44)
wobei S
I;(0)

und S
I;(0)

die Entwicklungskoezienten der Erwartungswerte von r

aum-
lichen und zeitlichen Anteilen der Wirkung in f

uhrender Ordnung sind,


S
I


=
1
3N
3

N

*
X
x;<<4
S
I
;
(x)
+
= g
2
N
2
c
  1
4N
c
S
I;(0)

+O(g
4
) ; (2.45)


S
I


=
1
3N
3

N

*
X
x;=1;2;3
S
I
;4
(x)
+
= g
2
N
2
c
  1
4N
c
S
I;(0)

+O(g
4
) : (2.46)
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Abbildung 2.2: Energiedichte im Hochtemperatur-Limes, 
0
, f

ur die Standard
Wilson-Wirkung (schwarz) und die tree-level-verbesserten Wirkungen S
(1;2)
(blau)
und S
(2;2)
(rot) im Verh

altnis zum Stefan-Boltzmann Wert 
SB

uber der zeitlichen
Gittergr

oe N

.
Mit den oben denierten Beitr

agen zum freien Propagator ist dann
S
I;(0)

=
1
3
X
<<4
1
X
i=1
i
X
j=1
a
i;j
S
(i;j);(0)
;
(2.47)
S
I;(0)

=
1
3
X
=1;2;3
1
X
i=1
i
X
j=1
a
i;j
S
(i;j);(0)
;4
; (2.48)
mit
S
(i;j);(0)
;
=
Z
k

N
(i;j)
;
(k)
?1
G
;
(k) +N
(i;j)
;
(k)
?1
G
;
(k)  2M
(i;j)
;
(k)
?1
G
;
(k)

:
(2.49)
Die Impulssummen in 2.49 kann man numerisch ausf

uhren. Um endliche Volumen-
Eekte zu eliminieren, betrachten wir dazu den Limes N

!1, in dem die r

aumli-
chen Impulssummen zu Integralen werden, die numerisch per Gau-Legendre-Inte-
gration berechnet wurden.
Abbildung 2.2 zeigt die Cut-o-Abh

angigkeit der Energiedichte im Hochtemperatur-
Limes normiert auf den Stefan-Boltzmann Wert. F

ur die Standard Wilson-Wirkung
ndet man bei N

= 4 Abweichungen von etwa 50%, die mit O(1=N
2

) abklin-
gen. F

ur die tree-level-verbesserten Wirkungen sind nicht nur die Abweichungen
bei kleinen N

stark reduziert (auf etwa 9% f

ur S
(2;2)
und auf etwa 1% f

ur S
(1;2)
bei N

= 4) sondern auch die Korrekturen von der Ordnung (1=N
2

) beseitigt, sie
sind von O(1=N
4

). Es sei bemerkt, da die on-shell-verbesserte Wirkung 2.25 auf
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Tree-level mit der Wirkung S
(1;2)

ubereinstimmt, es ergeben sich also die selben
Cut-o-Eekte im Hochtemperatur-Limes.
Freie Energiedichte f
Wie oben gesagt, ist die Denition r

aumlicher und zeitlicher Komponenten des
W

urfeloperators, die man zur Berechnung der Energiedichte ben

otigt, problema-
tisch. Um aber auch die Cut-o-Eekte im Hochtemperatur-Limes f

ur die perfekten
Wirkungen, welche im Abschnitt 2.2 deniert wurden, zu studieren, ist es sinnvoll
die freie Energiedichte zu betrachten, die einfach durch den Logarithmus der Zu-
standssumme gegeben ist, so da diese Denitions-Probleme nicht auftreten. Es gilt
e
?N
3

N

f
 Z =
Z
[DU ]e
?S
G
[U ]
: (2.50)
Setzt man die Entwicklung der Wirkung 2.36 ein, so erh

alt man
e
?N
3

N

f
=
Z
[DA]
FP
[A]e
?S
(0)
G
[A]
f1 +O(g
2
)g; (2.51)
wobei 
FP
die Faddeev-Popov Determinante ist. Nach Integration

uber die Eichfel-
der erh

alt man
e
?N
3

N

f
=
Y
p
~

FP
(p)Det


?1
G
(p)

f1 +O(g
2
)g; (2.52)
mit
~

FP
(p) = f[
P

g

(k) sin(k

=2)]
2
g
?1
. Durch Logarithmieren erh

alt man den
f

uhrenden Beitrag zur freien Energiedichte:
f
0
=  
Z
p
ln
n
~

FP
(p)Det


?1
G
(p)

o
: (2.53)
Durch den Faddeev-Popov Beitrag wird dieser Term unabh

angig von der gew

ahlten
Eichxierung.
Um die freie Energiedichte bei endlicher Temperatur T zu berechnen mu diese
noch durch Subtraktion des Vakuum-Beitrags (T = 0) normiert werden. F

ur die
Berechnung der Impulssummen wurde wieder der Limes unendlichen r

aumlichen
Volumens gew

ahlt, d.h. (N

= 1; N

< 1) f

ur die T 6= 0 Beitr

age und (N

=
1; N

= 1) f

ur die T = 0 Beitr

age. Die dadurch erhaltenen Impuls-Integrale und
Summen wurden numerisch berechnet.
Da die Cut-o-Eekte f

ur kleine N

besonders drastisch sind, vergleichen wir den
Hochtemperatur-Limes der freien Energiedichte f

ur verschiedene Wirkungen bei fe-
stem N

= 4. Wir betrachten dazu neben der Standard Wilson-Wirkung, verbesserte
Wirkungen, die den Plaquette-Term und den 12 Term enthalten sowie verbesserte
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Abbildung 2.3: Freie Energiedichte im Hochtemperatur-Limes, f
0
, bei N

=4 nor-
miert auf den Stefan-Boltzmann Wert f
SB
f

ur die Standard Wilson-Wirkung (Wil-
son), die tree-level-verbesserte Wirkung S
(1;2)
(tree-level 12), die Iwasaki-Wirkung
(RG) und die Fixpunkt-Wirkungen vom Typ I (FP I), Typ IIIa (FP IIIa) und Typ
IIIb (FP IIIb) als Funktion der Koezienten c
(0)
1
bzw. c
(0)
2
.
Wirkungen, die den Plaquette-Term und den W

urfel-Term enthalten. Da diese bei-
den Typen verbesserter Wirkungen nur zwei Operatoren enthalten, ergibt sich aus
der Normierungsbedingung 2.16 jeweils eine 1-Parameter-Schar von Wirkungen, f

ur
die die freien Energiedichte bei N

= 4 berechnet wurde.
In Abbildung 2.3 ist f
0
(N

=4)=f
SB
f

ur diese beiden Scharen durch zwei kontinu-
ierliche Linien dargestellt, die sich im Punkt der Standard Wilson-Wirkung tref-
fen. Im Parameter-Raum, der durch Plaquette und 1  2 Term aufgespannt wird,
liegen die tree-level- (bzw. on-shell-) verbesserte Wirkung S
(1;2)
sowie die Iwasaki-
Wirkung; in dem durch Plaquette und W

urfel-Term aufgespannten Parameter-Raum
die Fixpunkt-Wirkungen vom Typ I, IIIa und IIIb. Die Fixpunkt-Wirkung IIIb
erf

ullt die On-shell-Tree-level-Bedingung 2.23. Die x-Achse wurde so skaliert, da
die beiden tree-level-verbesserten Wirkungen

ubereinander liegen.
Es zeigt sich, da die tree-level-verbesserten Wirkungen wie auch die Fixpunkt-
Wirkungen die Cut-o-Eekte im Vergleich zur Standard Wilson-Wirkung stark
reduzieren. Vergleicht man diese untereinander, so f

uhrt die Tree-level-Fixpunkt-
Wirkung (Typ IIIb) zu den geringsten Abweichungen vom Stefan-Boltzmann Wert
f

ur das ideale Gas. Aus dem Rahmen f

allt die Iwasaki-Wirkung, welche sogar deut-
lich gr

oere Abweichungen als die Standard Wirkung aufzeigt. Eine m

ogliche Ursa-
che daf

ur ist wohl die Tatsache, da die Wirkung f

ur einen endlichen -Wert, weit
entfernt vom Hochtemperatur-Limes ( !1) verbessert wurde.
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Abbildung 2.4: Druck p f

ur Standard Wilson-Wirkung (blau), die tree-level-
verbesserten Wirkungen S
(1;2)
(gr

un) und S
(2;2)
(rot) bei N

=4 sowie eine Fixpunkt-
Wirkung beiN

=3 (orange) im Vergleich zur Kontinuum-Extrapolation f

ur die Stan-
dard Wilson-Wirkung (schwarz). Der Pfeil markiert den Stefan-Boltzmann Wert.
Monte-Carlo Resultate
Wie im letzten Abschnitt gezeigt, f

uhren tree-level-verbesserte Wirkungen und Fix-
punkt-Wirkungen zu starken Verringerungen der Cut-o-Eekte im Hochtempera-
tur-Limes. Um zu sehen in wie weit sich diese Verbesserungen auch in der Thermo-
dynamik bei endlichen -Werten zeigen, ist es notwendig eine thermodynamische
Gr

oe in einer Monte-Carlo Simulation zu bestimmen.
Abbildung 2.4 zeigt den Druck p f

ur Standard Wilson Wirkung [2], die tree-level-
verbesserten Wirkungen S
(1;2)
[29] und S
(2;2)
[3] bei N

=4 sowie eine Fixpunkt-
Wirkung (Typ IIIa) bei N

=3 [4] im Vergleich zur Kontinuum-Extrapolation f

ur die
Standard Wilson Wirkung, die aus den Druck-Verl

aufen f

ur N

=4, 6 und 8 gewon-
nen wurde [2]. Die Standard Wirkung bei N

=4 weist groe Abweichungen von der
Kontinuum-Extrapolation auf, die f

ur die tree-level-verbesserten Wirkungen auch
bei Temperaturen nahe T
c
drastisch reduziert sind. Eine Erkl

arung daf

ur liefert fol-
gendes Argument: Bei hohen Temperaturen ver

andert sich p=T
4
nur langsam mit
der Temperatur und strebt gegen den idealen Gas Limes. Thermodynamische Ob-
servable wie der Druck sind deshalb auch bei endlichem  sehr sensitiv gegen

uber
der korrekten Wiedergabe des idealen Gas Limes durch das Diskretisierungsschema.
F

ur die Fixpunkt-Wirkung ndet man sogar bei N

=3 eine exzellente

Ubereinstim-
mung mit der Kontinuum-Extrapolation.
Kapitel 3
Verbesserte Staggered
Fermionwirkungen
Bevor in Kapitel 4 die Konstruktion von staggered Fermionwirkungen mit verbes-
serter Rotationssymmetrie diskutiert wird, sollen in diesem Kapitel als Vorbereitung
zwei Aspekte bei der Verbesserung von staggered Fermionwirkungen betrachtet wer-
den, die mit zwei verschiedenen Gitterartefakten zusammenh

angen, welche mit der
Standard Kogut-Susskind Wirkung auftreten.
Zum einen f

uhrt die Kogut-Susskind Wirkung zu ultraviolett Cut-o-Eekten. Zu-
n

achst soll diskutiert werden, da diese Cut-o-Eekte von O(a
2
) sind. Um diese
zu reduzieren, wird das Programm der On-shell-Verbesserung analog zum Fall der
on-shell-verbesserten Eichwirkungen im Abschnitt 2.1 auf die staggered Fermion-
wirkung angewandt. Dazu soll eine systematische Untersuchung der zu einer O(a
2
)
verbesserten staggered Wirkung beitragenden Operatoren, die von Y. Luo durch-
gef

uhrt wurde dargestellt werden.
Der andere Aspekt ist die Brechung der Flavour-Symmetrie, d.h. die Vermischung
der Flavourfreiheitsgrade durch die Eichwechselwirkung bei endlichem Gitterab-
stand a, die in Abschnitt 1.4 angesprochen wurde. Die Reduzierung dieser Flavour-
Symmetrie-Brechung durch die Einf

uhrung sogenannter Fat-Links soll in Abschnitt
3.2 diskutiert werden.
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3.1 On-Shell-Verbesserung nach Luo
Verbesserte Fermionfelder
In Abschnitt 1.4 wurde gezeigt, da die Kogut-Susskind Wirkung die Kontinuum-
Wirkung im naiven Kontinuum-Limes reproduziert, wenn man die Gitter-Wirkung
in Quark-Feldern, q, umschreibt, welche Linearkombinationen der einkomponentigen
-Felder eines Hyperkubus sind (vergl. Gleichung 1.42). Dabei treten Korrekturen
von O(a) auf. Man kann jedoch zeigen, da diese Korrekturen nicht auf die For-
mulierung der Kogut-Susskind Wirkung zur

uckgehen, sondern vielmehr durch die
\unzureichende" Darstellung der Kontinuum-Fermionfelder durch q-Felder verur-
sacht werden [30, 31]. Durch eine Verbesserung dieser Felder gelingt es, die O(a)
Korrekturen zu beseitigen, so da die Kogut-Susskind Wirkung von vorneherein nur
Cut-o Korrekturen von O(a
2
) aufzeigt.
Um dies zu sehen ist es sinnvoll, die Wirkung in den hyperkubischen Feldern 

(y)
zu schreiben, die in 1.33 deniert wurden. Wir denieren dazu die eichkovarianten
hyperkubischen Fermionfelder


(y) 
~
U

(y)

(y) ; (3.1)



(y)  

(y)
~
U
y

(y) ; (3.2)
wobei die
~
U

(y) wie in Denition 1.40 das Produkt von Linkvariablen entlang eines
Pfades von y nach y +  sind und denieren die hyperkubischen Matrizen
(
S

 t
F
)

0

1
4
Tr



y

S


0

y
F

: (3.3)
Damit erh

alt man die Zerlegung der Wirkung nach Termen unterschiedlicher Di-
mension
S
(KS)
F
= O
4
+ aO
5
+ a
2
O
6
+O(a
7
) (3.4)
mit
O
4
= (2a)
4
X
y
X
;
0



(y)
"
X

(


 1l)

0
D
L

+m(1l
 1l)

0
#


0
(y) (3.5)
und
O
5
= (2a)
4
X
y
X
;
0



(y)
"
 
X

(
5

 t
5
)

0

L

+
X
;
(


 1l)

0


1
2a
2
"

(y) 
 
y

(y)
##


0
(y) ; (3.6)
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wobei die kovarianten Ableitungen auf dem Gitter deniert sind durch
D
L



(y) =
1
4a
"
U

(y + )U

(y +  + ^)

(y + 2^)
 U
y

(y +    ^)U
y

(y +    2^)

(y   2^) ; (3.7)

L



(y) =
1
4a
2
"
U

(y + )U

(y +  + ^)

(y + 2^)
+U
y

(y +    ^)U
y

(y +    2^)

(y   2^)
 2

(y)
#
: (3.8)
Aus der Denition 3.3 folgt ein einfacher Zusammenhang zwischen bilinearen Aus-
dr

ucken in den -Feldern und den q-Feldern,

(
S

 t
F
) = q(
S


F
)q. F

uhrt man
nun also den naiven Kontinuum-Limes aus, entwickelt man also die Linkvariablen
in Ordnungen a, so ndet man, da die Terme O
4
bzw. O
5
in f

uhrender Ordnung
mit den Entwicklungskoezienten der Ordnungen a
4
bzw. a
5
der Wirkung in den
q-Felder 1.42

ubereinstimmen. Die Korrekturen sind jeweils von O(a
2
).
Der Operator der Dimension 5 ist redundant in dem Sinne, da er beseitigt wird,
wenn man die folgenden verbesserten Fermionfelder einf

uhrt:

I

(y) =
"
1  a
X



D
L

#


(y) ;

I

(y) = 

(y)
"
1  a
X



 
D
L

#
: (3.9)
In den verbesserten Feldern ist dann die Wirkung
S
(KS)
F
= (2a)
4
X
y
X
;
0


I

(y)
"
X

(


 1l)

0
D
L

+m(1l
 1l)

0
#

I

0
(y) + a
2
O
0
6
:
(3.10)
Man kann dar

uber hinaus zeigen, da die Wirkung mit diesen verbesserten Fermion-
feldern keine Korrekturen der Ordnung ag
2n
f

ur alle n 2 N hat. Dies folgt daraus,
da, wenn es beispielsweise Korrekturen der Ordnung ag
2
g

abe, man notwendig eini-
ge Operatoren der Dimension 5 addieren k

onnen m

ute, a
P
i
c
i
g
2
O
(5)
i
, die invariant
unter den Gitter-Symmetrietransformationen sind und die die Ordnung ag
2
Kor-
rekturen aufheben [16, 17, 30]. Man kann nun aber zeigen, da es keinen Operator
der Dimension 5 gibt, der invariant unter der Gitter-Symmetriegruppe (Rotationen,
Achsen-Reexionen, Translationen, U(1)
 U(1) und Ladungskojugation) ist [31].
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Das bedeutet, da physikalische Gr

oen, die nur von der Form der Wirkung abh

angen
(z.B. Teilchenmassen, die aus Korrelationsfunktionen bestimmt werden, und thermo-
dynamische Gr

oen wie Energiedichte oder Druck), keine Korrekturen von Ordnung
ag
2n
haben.
On-shell-Verbesserung
Wie in Abschnitt 2.1

uber die On-shell-Verbesserung der Eichwirkung dargestellt,
mu man, um die Wirkung systematisch in Ordnungen a
2
g
2n
in Bezug auf physika-
lische On-shell-Gr

oen zu verbessern, s

amtliche Operatoren der Dimension 6 klassi-
zieren, die die Gitter-Symmetrien besitzen. Dies ist von Y. Luo f

ur die staggered
Fermion-Formulierung durchgef

uhrt worden [7].
Insgesamt gibt es 7 bilineare Fermionoperatoren (B
i
) und 18 Vier-Fermionoperatoren
(F
i
), die als Skalare unter der Gitter-Symmetriegruppe transformieren. Die exakten
Denitionen der folgenden Operatoren sind in Anhang B angegeben.

F

unf der bilinearen Operatoren sind invariant unter der vollen Symmetrie-Gruppe
einschlielich der U
A
(1):
B
1
= D
3
 ; (3.11)
B
2
= 
1
2
(D
2
D=  D=D
2
) ; (3.12)
B
3
= 
1
2
(D
2
D=  D=D
2
  2D=
3
) ; (3.13)
B
4
= 
1
2
(D
2
D=  D=D
2
  2DD=D) ; (3.14)
B
5
= D=
3
 : (3.15)
F

ur den Fall m 6= 0 ist die U
A
(1) Symmetrie verletzt. Es gibt zwei weitere bilineare
Fermionoperatoren, die invariant unter der Symmetrie-Gruppe auer der U
A
(1) sind:
B
6
= mD=
2
 ; (3.16)
B
7
= mD
2
 : (3.17)
Die Vier-Fermionoperatoren k

onnen in 4 Gruppen eingeteilt werden. Die erste Grup-
pe besteht aus einem Operator:
F
1
=
X
x;a
(x)T
a
(x)
X
e
(x+ e)T
a
(x+ e) ; (3.18)

Aus Gr

unden der kompakteren Schreibweise wird hier folgende Konvention zugrundegelegt:
In den bilinearen Operatoren bezeichnet  ein hyperkubisches Feld 

(y) wogegen in den Vier-
Fermionoperatoren  ein urspr

ungliches 1-Komponenten-Feld auf dem feinen Gitter (x) bezeich-
net.
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wobei T
a
die Generatoren der SU(N
c
) bezeichnet und e die 8 m

oglichen Gitter-
Verschiebungen der L

ange 1 bezeichnet. Die zweite Gruppe besteht ebenfalls aus
einem Operator:
F
2
=
X
x;a
(x)T
a
(x)
X
v
(x + v)T
a
(x + v) ; (3.19)
wobei v die 32 m

oglichen Gitter-Verschiebungen der L

ange
p
3 bezeichnet. Die dritte
Gruppe besteht aus 8 Operatoren:
F
i
=
X
x;a
X

C
a

(x)
1
256
X
c
w(c)
5
(c)P
(i)

(c)C
a

(x + c) ; i = 3; : : : ; 10 ; (3.20)
wobei c die 32 m

oglichen Gitter-Verschiebungen mit Koordinaten c

=  1; 0; 1 be-
zeichnet und das Gewicht durch w(c) =
Q

(2   jc

j) deniert ist. Die bilinearen
Fermionoperatoren sind deniert durch
C
a

(x) = (x)T
a
X
v?^
(x + v) : (3.21)
Die letzte Gruppe besteht ebenfalls aus 8 Operatoren:
F
i
=
X
x;a
X

E
a

(x)
1
256
X
c
w(c)P
(i)

(c)E
a

(x + c) ; i = 11; : : : ; 18 ; (3.22)
mit den bilinearen Fermionoperatoren
E
a

(x) =
1
2
[(x)T
a
(x+ ^) + (x)T
a
(x  ^)] : (3.23)
Die Phasenfaktoren P
(i)

(c) sind in Anhang B deniert.
Die allgemeine on-shell-verbesserte Wirkung kann also geschrieben werden
S
F
= S
(KS)
F
+ a
2
7
X
i=1
b
i
(g
2
; m)B
i
+ a
2
18
X
i=1
b
0
i
(g
2
; m)F
i
+O(a
3
) : (3.24)
Damit die Wirkung reell ist, mu b
2
rein imagin

ar und alle anderen b
i
und b
0
i
reell
sein.
Isospektrale Transformationen
Analog zur Vorgehensweise bei den on-shell-verbesserten Eichwirkungen, kann man
die Wirkung vereinfachen, indem man die Anzahl der Operatoren durch isospektrale
Transformationen der Fermion- und der Eichfelder minimiert.
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Die allgemeinste Transformation der Fermionfelder, welche ihre Transformationsei-
genschaften unter der Gitter-Symmetriegruppe bewahrt, ist
 !
 
1 + a
2

1
mD= + a
2

2
D=
2
+ a
2

3
D
2

 ; (3.25)
 ! 

1 + a
2

0
1
m
 
D= +a
2

0
2
 
D=
2
+a
2

0
3
 
D
2

: (3.26)
Nach einer Reskalierung des Massenparameters, m
0
= m(1   a
2
m
2
(
1
  
0
1
)), ergibt
sich damit in f

uhrender Ordnung der 
i
's und a
2
folgende

Anderung der Wirkung:
S
F
= (
0
3
  
3
)B
2
+ (
0
3
+ 
3
)B
3
+ (
0
2
+ 
2
+ 
0
3
+ 
3
)B
5
+(
1
  
0
1
+ 
2
+ 
0
2
)B
6
+ (
3
+ 
0
3
)B
7
 O(a
3
) : (3.27)
Damit die transformierte Wirkung reell ist mu auerdem gelten: 
0
3
= 

3
, (
2
+ 
0
2
)
reell und (
1
  
0
1
) reell.
Durch geschickte Wahl der 
i
's ist es also beispielsweise m

oglich,
b
2
(g
2
; m) = b
3
(g
2
; m) = b
5
(g
2
; m) = b
6
(g
2
; m) = 0 (3.28)
zu erreichen, denn dieses Argument kann man analog zum Fall der Eichwirkung in
jeder Ordnung g
2
anf

uhren.
Die Koezienten der on-shell-verbesserten Eich- und Fermionwirkungen sind nicht
unabh

angig von eineinder. So f

uhrt die isospektrale Transformation der Eichfelder
2.20 auch zu einem Wechsel der Koezienten der Fermionwirkung. In niedrigster
Ordnung  ndet man:
S
F
=

2
B
4
+O(a
3
) : (3.29)
Wie in Abschnitt 2.1 dargestellt, wurde gezeigt, da diese isospektrale Eichfeldtrans-
formation f

ur eine bestimmte Wahl von  erlaubt, den Koezienten c
3
(g
2
) der Eich-
wirkung in allen Ordnungen St

orungstheorie gleich Null zu setzen. Aus Gleichung
3.29 folgt nun, da mit dieser speziellen Wahl f

ur  der Koezient b
4
(g
2
; m) im all-
gemeinen nicht verschwindet. Man kann aber  auch so w

ahlen, da b
4
(g
2
; m) = 0,
dann ist aber im allgemeinen c
3
(g
2
) 6= 0.
Um die m

oglichen redundanten Vier-Fermionoperatoren zu bestimmen, betrachtet
man innitesimale

Anderungen der Linkvariablen:
U

(x) = i
ab
(x+ c)Re [t

U

(x + )]
ab
t

U

(x) ; (3.30)
U
y

(x) =  i
ab
(x + c)Re [t

U

(x+ )]
ab
U
y

(x)t

; (3.31)
mit

ab
(x+ c) = a
3
18
X
i=11

0
i


(x)P
i

(c)
a
(x + c)
b
(x + c+ ) : (3.32)
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Mit diesen Transformationen kann man dann zeigen, da man folgende Terme ad-
dieren kann, ohne das Pfadintegral bis O(a
3
) zu

andern:
S
F
=
a
2
2
18
X
i=11

0
i
F
i
+ a
2

0
11
B
4
+O(a
3
) : (3.33)
Oensichtlich kann man also die 
0
i
so w

ahlen, da gilt:
b
0
i
(g
2
; m) = 0; i = 11; : : : ; 18 : (3.34)
Dadurch erf

ahrt der Koezient des Operators B
4
eine entsprechende

Anderung.
Weitere Vier-Fermionoperatoren kann man nicht beseitigen.
Es l

at sich also folgendes Fazit ziehen: In einer on-shell-verbesserten staggered
Wirkung (Eich- und Fermionteil) gibt es 15 freie Parameter, c
1
(g
2
) und c
2
(g
2
) im
Eichteil, b
1
(g
2
; m), b
4
(g
2
; m) und b
7
(g
2
; m) f

ur die bilinearen Beitr

age zum Fermion-
Teil und b
0
1
(g
2
; m); : : : ; b
0
10
(g
2
; m) f

ur die Vier-Fermionbeitr

age zum Fermion-Teil;
alternativ zu b
4
(g
2
; m) kann man auch c
3
(g
2
) ber

ucksichtigen.
Tree-level-L

osung
Die Koezienten der on-shell-verbesserten Wirkung wurden in [7] in Tree-Level
berechnet. Man betrachtet dazu die Kogut-Susskind Wirkung in den verbesserten
Fermionfeldern, die in 3.9 deniert wurden:
S
(KS)
F
  !
a!0
(2a
4
)
X
y
X
;
0



(y)
(
X

(


 1l)

0

D

+
a
2
6
D
3


+ m (1l
 1l)

0
)


0
(y) +O(a
3
) ; (3.35)
wobei D

die kovariante Ableitung im Kontinuum bezeichnet.
Die Korrektur von Ordnung a
2
wird durch den Operator B
1
beseitigt, wenn
b
1
(0; m) =  
1
6
; (3.36)
und alle anderen b
i
und b
0
i
gleich Null. Dies ist die sogenannte Naik-Wirkung, die S.
Naik vor mehr als 10 Jahren vorschlug, um O(a
2
) Korrekturen zu beseitigen [32].
Seine Untersuchungen waren auf der Dirac-K

ahler-Gleichung basiert; diese Fermion-
Formulierung stimmt im freien Fall mit der Kogut-Susskind Formulierung der stag-
gered Fermionen

uberein.
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3.2 Verbesserung der Flavour-Symmetrie { Fat-
Links
Wie in Abschnitt 1.4 diskutiert, ist die volle chirale SU
A
(n
f
)
SU
V
(n
F
) Symmetrie
in der staggered Fermion-Formulierung auf eine U
A
(1)
U
V
(1) reduziert. Die Ursa-
che daf

ur ist ein Term in der Wirkung von O(a), der die Flavoursymmetrie f

ur die
n
F
= 4 Flavour explizit bricht.
Im Kontinuum-Limes dieser Theorie erwartet man durch den Mechanismus der spon-
tanen Symmetrie-Brechung im Limes m! 0 die Existenz vier masseloser Goldstone
Pionen, die sich nur durch ihren Flavourgehalt unterscheiden. Diese Pionen entspre-
chen den vier Operatoren
y
X
x
(x)(x) ; (3.37)
X
x

4
(x)(x)(x) ; (3.38)
X
x
"(x)(x)
i

i
(x) ; (3.39)
X
x

4
(x)"(x)(x)
i

i
(x) ; (3.40)
wobei 
i
(~x; t)  1=2[(~x+ {^; t)  (~x  {^; t)]. Die Phasen (; ; ") sind in Anhang
B deniert. Eine vollst

andige Klassizierung der staggered Mesonoperatoren ndet
man in [33].
Bei endlichem Gitterabstand a wird nur das Pion 3.38 im Limes verschwindender
Quarkmasse (m! 0) masselos, die anderen bleiben massiv. Dieses Goldstone-Pion
soll mit  bezeichnet werden. Stellvertretend f

ur die nicht-Goldstone Pionen soll das
Pion, das dem lokalen Operator 3.37 entspricht, betrachtet werden; wir bezeichnen
dieses mit 
2
.
Bei einem typischen Gitterabstand von 0.2 fm ist die Flavour-Symmetrie-Brechung
recht gro. Im chiralen Limes (m ! 0) ndet man m
2

2
=m
2

 0:5 und nicht Null,
wobei m

die Masse des -Mesons ist. Da in der realen Welt m
2

2
=m
2

 0:03 ist,
besteht die Notwendigkeit, die diesen Gitterartefakt zu reduzieren.
Um eine Idee zu erhalten, wie man diese Flavour-Symmetrie-Brechung reduzieren
kann, betrachten wir noch einmal die Flavour-Interpretation der staggered Fermion-
wirkung. Die folgenden Argumente sind nicht rigoros, sondern sollen eher ein an-
schauliches Bild der Flavour-Symmetrie-Brechung liefern; sie stammen von J.-F.
y
Nur die Operatoren 3.38 und 3.39 stellen reine Pion-Zust

ande dar. Der Operator 3.37 ist eine

Uberlagerung von Pion und f
0
Meson, der Operator 3.40 eine

Uberlagerung von Pion und a
0
Meson.
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Lagae und D.K. Sinclair [34].
Wie gezeigt, kann man die Flavour- und Dirac-Komponenten eines staggered Quark-
feldes als Linearkombination der -Felder eines Hyperkubus darstellen. Diese Kom-
ponenten sind aber in der wechselwirkenden Theorie mit Eichfeldern verbunden,
welche eine Mischung verschiedener Flavour-Freiheitsgrade induzieren.
Andererseits entsprechen die 4 Flavour- und 4 Dirac-Komponenten eines staggered
Fermions den 16 Polen des freien Fermionpropagators. F

ur masselose Quarks sind
diese an den Stellen p

= 0; . Man kann also die Mischung der Flavour bei schwa-
cher Kopplung g in h

oheren Ordnungen a unterdr

ucken, wenn man die Kopplung
an Gluonen, welche die Umgebung eines dieser Pole mit einem anderen verbinden,
unterdr

uckt. Genauer gesagt sollte man die Kopplung an Gluonen mit Impulskom-
ponenten 0 oder , aber nicht alle gleich Null unterdr

ucken.
Um zu sehen, wie man dies erreichen kann, ignorieren wir zun

achst der Einfachheit
halber die Eichinvarianz. Die Kopplung zwischen Gluonen und Quarks w

are dann
von der Form
i
y
(n)A

(n)(n+ ^)  h:c: ; (3.41)
wobei \h:c:" f

ur das hermitesch konjugierte des ersten Terms steht. Macht man nun
die Substitution
A

(n)!
1
256
"
4
Y
=1
(2 +D

+D
?
)
#
A

(n) ; (3.42)
wobei D

A

(n) = A

(n ^), so entspricht dies im Impulsraum der Substitution
A

(k)!
1
16
"
4
Y
=1
(1 + cos k

)
#
A

(k) : (3.43)
Die rechte Seite geht gegen A

(k) f

ur k! 0 mit Korrekturen von O(a
2
) f

ur jkj  a.
Sie verschwindet, falls eine Komponente von k gleich  ist. Dies entspricht dem
gew

unschten Verhalten.
Kommen wir nun auf den eichinvarianten Fall zur

uck. Um die Transformation der
A-Felder 3.42 auf die Linkvariablen zu

ubertragen, ersetzt man A

durch U

, mul-
tipliziert die Faktoren aus und ersetzt die Produkte von Verschiebungsoperatoren
durch entsprechende symmetrisierte, kovariante Verschiebungsoperatoren. Dies f

uhrt
auf eine Transformation von der Form
U

! U

= C
(
x
0
+ 2y
0
+
X

[x
1
D

+ y
1
(D

 D
?
]
+
X
;
[x
2
D

+ y
2
(D

 D
?
] +
X
;;
[x
3
D

+ y
3
(D

 D
?
]
)
U

;
(3.44)
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mit der Normierung C = 1=(x
0
+ 2y
0
+ 6x
1
+ 12y
1
+ 12x
2
+ 24y
2
+ 8x
3
+ 16y
3
). Die
Indizes ,  und  werden dabei

uber 1, 2, 3, 4 summiert, wobei jj, jj, jj,
jj paarweise verschieden sind. Die Verschiebungsoperatoren erzeugen dabei Staples
der L

ange 1 in jeder der eingehenden Richtungen, z.B. ist
D

U

(n) = U

(n)U

(n+ ^)U
y

(n+ ^) : (3.45)
Aus Gleichung 3.42 ergeben sich die Tree-level-Werte der Koezienten. Im schwa-
chen KopplungslimesU

 1+A

ndet man f

ur diese, daA

(k) = 0 f

ur k

= 0; ,
auer wenn k = (0; 0; 0; 0), dann ist A

= A

. Dies ist das gew

unschte Verhalten.
Im allgemeinen, d.h. entfernt vom schwachen Kopplungslimes, sind die Koezienten
x
i
; y
i
von g
2
abh

angig und sollen als freie Parameter betrachtet werden, welche man
in Hinblick auf eine reduzierte Flavour-Symmetrie-Brechung optimieren kann.
Verbesserte Links von dieser allgemeinen Form sind wegen ihrer Komplexit

at f

ur
Monte-Carlo Simulationen mit dynamischen Fermionen nicht geeignet, da man z.B.
im Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus die Ableitung der Wirkung nach s

amtlichen
Linkvariablen ber

ucksichtigen mu, was hier zu einer enorm groen Zahl von Ter-
men f

uhren w

urde. Deshalb ist es sinnvoll sich auf eine einfache Unterklasse von ver-
besserten Links zu beschr

anken, in der man nur die eindimensionalen Stapels zum
1-Link-Term addiert, d.h. also x
0
= 1, x
1
= ! und x
2
= x
3
= y
0
= y
1
= y
2
= y
3
= 0.
Man ersetzt also den einfachen Link in der Wirkung durch einen sogenannten Fat-
Link:
U

! U
fat

=
1
1 + 6!
(
U

+ !
X

D

U

)
(3.46)
=
1
1 + 6!
8
>
>
>
>
<
>
>
>
>
:
+ !
X

9
>
>
>
>
=
>
>
>
>
;
(3.47)
Dieser Fat-Link-Term ist auch in den im letzten Abschnitt betrachteten bilinearen
Fermionoperatoren und zwar im Operator B
6
enthalten.
Die Verbesserung der Flavoursymmetrie durch Fat-Links wurde von der MILC-
Kollaboration vorgeschlagen [8]. Sie haben damit unter anderem das Massen-Split-
ting von  und 
2
auf quenched Kongurationen, die mit der Standard Wilson-
Plaquette-Wirkung bei  = 5:85 auf einem 20
3
 48 Gitter erzeugt wurden, bei drei
Massenparametern (m = 0:01; 0:02; 0:033) gemessen. Dabei wurden Werte f

ur den
Fat-Link-Parameter ! zwischen 0.0 und 0.4 gew

ahlt. Bei diesen Messungen ist der
Fat-Link nicht in der Dynamik ber

ucksichtigt, da es sich ja um die quenched Appro-
ximation handelt. Vielmehr geht er in die Berechnung der Quarkpropagatoren ein
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Abbildung 3.1: Massen des Goldstone Pions  und des nicht-Goldstone Pions 
2
f

ur
verschiedene Fat-Link-Parameter ! in Abh

angigkeit der Quarkmasse m in Gitter-
einheiten. Die Massen wurden auf quenched Kongurationen die mit der Standard
Wilson-Plaquette-Wirkung (a) und mit der tree-level-verbesserten 12-Wirkung (b)
bei in etwa gleichem Gitterabstand erzeugt. Die Geraden sind an die Daten gettet.
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mit denen man die Operatoren 3.37 und 3.38 berechnet.
Wir haben die selben Pion-Operatoren zum Vergleich auf Kongurationen, die auf ei-
nem 16
3
30 Gitter bei  = 4:1 mit der tree-level-verbesserten 12-Wirkung (S
(1;2)
)
erzeugt wurden
z
, bei den Quarkmassen m = 0:01; 0:02; 0:05 f

ur Fat-Link-Parameter
! = 0:0; 0:2; 0:4 gemessen. Die Resultate dieser Messungen sind in Anhang D tabel-
liert.
Abbildung 3.1 (a) zeigt die beiden Pion-Massen quadratisch gegen die Quarkmasse
m aufgetragen, die von der MILC-Kollaboration mit der Standard Wilson-Wirkung
f

ur ! = 0:0; 0:2; 0:4 gemessen wurden, in Abh

angigkeit von der Quarkmasse m
in Gittereinheiten, Abbildung 3.1 (b) die entsprechenden Mewerte f

ur die 12-
Wirkung. Die Massen-Quadrate wurden mit einer Geraden gettet. Man sieht, da
m

in allen F

allen im chiralen Limes (m ! 0) gegen Null konvergiert,  ist also
tats

achlich das Goldstone Pion. Die Masse des 
2
konvergiert dagegen gegen einen
von Null verschiedenen Wert. F

ur beide Eichwirkungen zeigt sich eine deutliche
Verringerung der Dierenz zwischen den Massen-Quadraten des Goldstone und des
nicht-Goldstone Pions f

ur die fat-link-verbesserten Operatoren im Vergleich zu den
unverbesserten Operatoren. Dabei ist festzustellen, da die beiden Parameterwerte
! = 0:2; 0:4 zu

ahnlich guten Ergebnissen f

uhren; lediglich im Fall der 12-Wirkung
ist die Dierenz der Pionmassen-Quadrate f

ur ! = 0:4 um etwa 15% geringer als f

ur
! = 0:2.
Um wirklich Aussagen

uber die Qualit

at der Verbesserung durch Fat-Links machen
zu k

onnen und die Ergebnisse f

ur die verschiedenen Eichwirkungen und Fat-Link-
Parameter vergleichbar zu machen ist es notwendig, die Dierenz der Pionmassen in
physikalischen Einheiten auszudr

ucken. Dazu betrachten wir die Masse des -Mesons
als Referenz-Skala und dr

ucken die Massendierenz in Einheiten der -Massem

aus:



m
2

2
 m
2

m
2

: (3.48)
In Abbildung 3.2 ist 


uber m
2

=m
2

f

ur die beiden Eichwirkungen und die oben be-
trachteten !-Werte aufgetragen. Dieser Plot best

atigt die Reduzierung der Flavour-
Symmetrie-Brechung durch die Fat-Link-Verbesserung. Es f

allt jedoch auf, da das
Pion-Splitting f

ur die 12-Wirkung f

ur alle betrachteten Fat-Link-Parameter um
etwa 40% gr

oer ist als f

ur die Standard Wirkung. Dennoch f

uhrt die Fat-Link-
Verbesserung der Operatoren auch im Fall der 12-Wirkung zu einem deutlich klei-
neren Pion-Splitting als die nicht verbesserten Operatoren im Fall der Standard
Wilson-Wirkung.
z
Die -Werte  = 5:85 f

ur die Standard Wilson-Plaquette-Wirkung und  = 4:1 f

ur die tree-
level-verbesserte 12-Wirkung entsprechen in etwa dem selben Gitterabstand a.
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Abbildung 3.2: Pion-Splitting 


uber m
2

=m
2

f

ur die Standard Wilson-Wirkung
(Kreise) und die tree-level-verbesserte 12-Wirkung (Quadrate) jeweils f

ur die Fat-
Link-Parameter !=0.0 (rot), !=0.2 (gr

un) und !=0.4 (blau). Die Linien verbinden
zusammengeh

orige Punkte und sind nur zur Orientierung gedacht.
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Kapitel 4
Staggered Fermionwirkungen mit
verbesserter Rotationssymmetrie
bis O(g
2
)
Im ersten Teil dieses Kapitels sollen staggered Fermionwirkungen konstruiert wer-
den, die sowohl in Bezug auf die ultraviolett Cut-o-Eekte als auch die Flavour-
Symmetrie verbessert sind. Ein wichtiges Ziel ist dabei, eine Wirkung zu denieren,
die sich auch f

ur Monte-Carlo Rechnungen mit dynamischen Fermionen bei endli-
cher Temperatur eignet. Dazu soll die Rotationssymmetrie des Fermionpropagators
in den Abschnitten 4.1 und 4.2 bis O(g
2
) verbessert werden.
In Abschnitt 4.3 soll dann untersucht werden, in wie weit diese verbesserten Wir-
kungen zu einem verbesserten Hochtemperaturverhalten f

uhren und was der Einu
der Fat-Link-Verbesserung auf die Thermodynamik ist. In Abschnitt 4.4 wird vice
versa der Einu der verbesserten Wirkungen auf die Flavour-Symmetrie diskutiert.
In Kapitel 2 wurde dargestellt, da eine st

orungstheoretische Reduktion der Dis-
kretisierungsfehler der Eichwirkung die Abweichungen vom idealen Gas-Limes im
Hochtemperatur-Limes stark verringert. Dar

uber hinaus wurde gezeigt, da diese
st

orungstheoretisch verbesserten Eichwirkungen auch bei endlicher Temperatur, al-
so endlicher Kopplung g, die Cut-o-Eekte in thermodynamischen Observablen
drastisch reduzieren.
Daher liegt es nahe, auch die Fermionwirkung st

orungstheoretisch zu verbessern.
Ideal w

are eine on-shell-verbesserte Wirkung, die bis zu einer gewissen Ordnung der
Kopplung g
2
keine O(a
2
) Korrekturen aufweist. Wie in den Abschnitten 2.1 und 3.1
diskutiert, ben

otigt man f

ur eine on-shell-verbesserte Wirkung 2 zus

atzliche Opera-
toren der Dimension 6 im Eichteil und 13 zus

atzliche Operatoren der Dimension 6
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im Fermionteil, von denen 3 bilineare Operatoren und 10 Vier-Fermionoperatoren
sind.
F

ur Monte-Carlo Simulationen mit dynamischen Fermionen ist eine solche Wirkung
aber aus zwei Gr

unden ungeeignet. Erstens ist der numerische Aufwand im Vergleich
zu Rechnungen in der reinen Eichtheorie, also in der quenched Approximation, um
ein Vielfaches gr

oer. Insbesondere bestimmt die Anzahl der in der Wirkung ent-
haltenen Links die Zahl der f

ur den Update zu berechnenden Terme. Daher ist es
wichtig, da m

oglichst wenige und m

oglichst lokale Terme in der Wirkung stehen.
Zweitens ist die Ber

ucksichtigung von Vier-Fermionoperatoren in der Wirkung mit
zus

atzlichen Komplikationen verbunden. Sie k

onnen mit den bekannten Monte-
Carlo Techniken nur simuliert werden, wenn man k

unstliche Yukawa-Felder einf

uhrt,
um die Operatoren in eine bilineare Form umzuschreiben. Die resultierende Eich-
Yukawa-Fermionwirkung ist auerordentlich kompliziert, sie hat z.B. Hermitezit

ats-
Eigenschaften, die vom Vorzeichen der Koezienten der urspr

unglichen Vier-Fermi-
onoperatoren abh

angen.
Aus diesen Gr

unden werden wir eine staggered Fermionwirkung betrachten, die
neben dem 1-Link Term der Kogut-Susskind Wirkung nur bilineare 3-Link-Terme
enth

alt. Dabei werden wir in der naiven Formulierung arbeiten, da dies die st

orungs-
theoretische Entwicklung der Wirkung vereinfacht, auf der anderen Seite aber

aqui-
valent zur St

orungstheorie f

ur die staggered Wirkung ist (genauere Erl

auterungen
folgen).
Dies setzt aber voraus, da man die naive verbesserte Fermionwirkung spin-diago-
nalisieren kann und somit auch zu einer staggered Fermion-Formulierung mit ein-
komponentigen -Feldern gelangen kann. Die verschiedenen Terme der Wirkung
lassen sich aber nur dann simultan spin-diagonalisieren, wenn sie die Hyperkuben-
struktur respektieren, d.h. die Wirkung darf im kinetischen Teil nur

 -Felder mit
 -Feldern verkn

upfen, die um eine ungerade Anzahl von Gittereinheiten in Rich-
tung der diskretisierten Ableitung und eine gerade Anzahl von Gittereinheiten in
den dazu orthogonalen Richtungen verschoben sind.
Unser Ausgangspunkt ist also eine allgemeine Form einer naiven Fermionwirkung
die neben dem 1-Link Term s

amtliche 3-Link Terme enth

alt, welche die Hyperku-
benstruktur respektieren, dies sind der Fat-Link-Term, der lineare 3-Link-Term und
63
der abgewinkelte 3-Link-Term:
S
F
=
X
x

 (x)
X



(
c
1;0
h
U
fat

(x)  (x + ^)  U
fat

y
(x  ^)  (x  ^)
i
+ c
3;0
h
U
(3;0)

(x)  (x+ 3^)  U
(3;0)

y
(x  3^)  (x  3^)
i
+ c
1;2
X
 6=
h
U
(1;2)
;
(x)  (x + ^+ 2^)  U
(1;2)
;
y
(x  ^  2^)  (x  ^  2^)
+ U
(1;?2)
;
(x)  (x+ ^  2^)  U
(1;?2)
;
y
(x  ^+ 2^)  (x  ^  2^)
i
)
+m
X
x

 (x) (x) ; (4.1)
wobei
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:
Die beiden 3-Link-Terme sind in den von Luo klassizierten bilinearen Operatoren
(vergl. Abschnitt 3.1) enthalten. Der lineare 3-Link-Term entspricht dem Operator
B
1
, der abgewinkelte 3-Link-Term ist in den Operatoren B
2
, B
3
und B
4
enthalten.
Der Preis f

ur diese relative einfache Struktur ist, da es mit diesen Termen im
allgemeinen nicht m

oglich ist, die O(a
2
) Cut-o-Eekte in einer gegebenen Ordnung
von g
2
vollst

andig zu beseitigen, also eine On-shell-Verbesserung durchzuf

uhren. Wir
ben

otigen daher ein Verbesserungskriterium, das weniger streng ist als die On-shell-
Bedingung, aber dennoch allgemein genug, um auch in physikalischen Observablen
zu Reduzierungen der Cut-o-Eekte zu f

uhren.
Unser Ziel ist daher, die Rotationssymmetrie des Fermionpropagators bis zur 1-loop-
Ordnung, d.h. bis einschlielich Ordnung g
2
, zu verbessern. Dazu parametrisieren wir
die Abh

angigkeit der Koezienten des Fat-Link-Terms, des linearen 3-Link-Terms
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und des abgewinkelten 3-Link-Terms von der Kopplung g
2
wie folgt:
c
i;j
= c
(0)
i;j
+ g
2
N
2
c
  1
2N
c
c
(2)
i;j
: (4.2)
Die N
c
-Abh

angigkeit der 1-loop-Koezienten ist hier explizit ausfaktorisiert wor-
den, so da die c
(2)
i;j
unabh

angig von der Eichgruppe sind.
Zusammen mit dem Fat-Link-Parameter ! gibt es also 7 Parameter in der Fer-
mionwirkung. Um den korrekten naiven Kontinuum-Limes zu erhalten m

ussen die
Koezienten die folgenden Normierungsbedingungen erf

ullen:
c
(0)
1;0
+ 3 c
(0)
3;0
+ 6 c
(0)
1;2
= 1=2 ; (4.3)
c
(2)
1;0
+ 3 c
(2)
3;0
+ 6 c
(2)
1;2
= 0 : (4.4)
Im Folgenden werden wir die beiden F

alle betrachten, in denen nur einer der beiden
3-Link-Terme beitr

agt, d.h. entweder c
1;2
 0 oder c
3;0
 0, um die Fermionwirkung
weiter zu vereinfachen.
Als Eichwirkung w

ahlen wir die tree-level-verbesserte 12-Wirkung:
S
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X
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
(x)
1
A
1
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: (4.5)
In den hier durchgef

uhrten st

orungstheoretischen Rechnungen steht diese Eichwir-
kung stellvertretend f

ur die ganze Klasse von Wirkungen, die auf Tree-level mit der
12-Wirkung identisch sind, da in den hier betrachteten Ordnungen der fermio-
nischen Observablen die O(g
2
) Koezienten der Eichwirkung Korrekturen h

oherer
Ordnung sind. In dieser Klasse sind z.B. die tadpole verbesserte 12-Wirkung sowie
die 1-loop-on-shell-verbesserte Wirkung

aus Abschnitt 2.1.
Um die Koezienten 4.2 zu bestimmen werden wir folgendermaen vorgehen:
Zun

achst betrachten wir in Abschnitt 4.1 die Verletzung der Rotationssymmetrie
im freien Fermionpropagator. In dieser Ordnung der St

orungstheorie haben der Fat-
Link-Parameter !, die 1-loop-Koezienten c
(2)
i;j
sowie die Wahl der Eichwirkung
keinen Einu. Hier werden wir eine weitere Bedingung an die Koezienten c
(0)
i;j
herleiten, die diese f

ur die beiden F

alle, in denen nur einer der beiden 3-Link-Terme
beitr

agt, eindeutig festlegt.

In die 1-loop-Koezienten 2.26 der on-shell-verbesserten Eichwirkung gehen umgekehrt die
Tree-level-Koezienten der Fermionwirkung ein, da es hier auch Fermion-1-loop-Beitr

age gibt.
Diese Koezienten m

uten also modiziert werden.
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In einem zweiten Schritt berechnen wir die Selbstenergie-Beitr

age zum Fermionpro-
pagator (Abschnitt 4.2). Hier kommen die 1-loop-Koezienten c
(2)
i;j
ins Spiel und
k

onnen in der Weise getrimmt werden, da sich auch die Rotationssymmetrie in
Ordnung g
2
verbessert.
Die in den folgenden Abschnitten verwendeten Denitionen sowie die expliziten Re-
sultate der st

orungstheoretischen Rechnungen sind in Anhang C dargestellt.
4.1 Tree-level-Verbesserung
Rotationssymmetrie des freien Fermionpropagators
In diesem Abschnitt soll die Verletzung der Rotationssymmetrie des freien Fermion-
propagators im Impulsraum untersucht werden. Dazu entwickelt man die Fermion-
wirkung in Ordnungen der Kopplung g, indem man die Linkvariablen entwickelt:
U

(x) = e
igA

(x)
= 1l + igA

(x) +O(g
2
) : (4.6)
Den Beitrag in f

uhrender Ordnung erh

alt man also durch ersetzen der Links durch
die 1l-Matrix. Transformiert man nun die Wirkung in den Impulsraum durch die
Ersetzung
 (x) =
Z
p
e
?ipx
 (p) ;

 (x) =
Z
p
e
ipx

 (p) ;
so ergibt sich f

ur den Koezienten der f

uhrenden Ordnung der Fermionwirkung 4.1
S
(0)
=
Z
p

 (p)
(
i
X



h

(p) +m
)
 (p) : (4.7)
Die Funktionen h

(p) sowie weitere Details sind in Anhang C gegeben. Damit lautet
der freie Fermion-Propagator im Impulsraum:

(0)
F
?1
(p) =
 i
P



h

(p) +m
P

h
2

(p) +m
2
=
 i
P



h

(p) +m
D
(0)
(p) +m
2
: (4.8)
Der freie Propagator ist dann rotationssymmetrisch, wenn D
(0)
(p) =
P

h

(p)h

(p)
nur von p
2
abh

angt. F

ur die Standard Kogut-Susskind Wirkung ist diese Bedingung
in O(p
4
) verletzt. Entwickelt manD
(0)
(p), d.h. entwickelt man die trigonometrischen
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Funktionen, die in h

(p) vorkommen, in Ordnungen von p, so kann man eine weitere
Bedingung an die Koezienten c
(0)
i;j
nden, so da der freie Fermionpropagator rota-
tionssymmetrisch bis Ordnung p
4
ist, f

ur Details siehe Anhang C.2. Diese Bedingung
ist
c
(0)
1;0
+ 27 c
(0)
3;0
+ 6 c
(0)
1;2
= 24 c
(0)
1;2
: (4.9)
F

ur die beiden Spezialf

alle, in denen wir nur einen der beiden 3-Link-Terme in
4.1 ber

ucksichtigen, legt diese Bedingung zusammen mit der Normierung 4.3 die
Tree-level-Koezienten eindeutig fest. Im ersten Fall, c
(0)
1;2
 0, ergibt dies die
Naik-Wirkung, die auch L

osung der Tree-level-On-shell-Verbesserung ist (vergl.
Gl. 3.36):
c
(0)
1;0
=
9
16
; c
(0)
3;0
=  
1
48
: (4.10)
Im anderen Fall, c
(0)
3;0
 0, ergeben sich die Koezienten
c
(0)
1;0
=
3
8
; c
(0)
1;2
=
1
48
: (4.11)
Die durch diese Koezienten denierte Wirkung werden wir die p4-Wirkung nen-
nen.
Da f

ur die Naik-Wirkung die O(p
4
) Terme nicht nur rotationssymmetrisch, sondern
vollst

andig eliminiert sind, ist diese Wirkung sogar O(a
2
) verbessert. Dies erscheint
in diesem Zugang allerdings eher als zuf

allig.
Dispersionsrelation
Um einen ersten Eindruck von der Qualit

at der Tree-level-Verbesserung zu bekom-
men, untersuchen wir die DispersionsrelationE = E(p
x
; p
y
; p
z
). Diese erh

alt man aus
den Polen des freien Fermionpropagators im Minkowski-Raum, d.h. die Ersetzung
der Zeitkomponente p
0
durch ip
0
beim

Ubergang zur Euklidischen Formulierung
mu einbezogen werden. Die Pole sind also die L

osungen der Gleichung
D
(0)
(iE; ~p) = 0 : (4.12)
Diese Gleichung ist als Gleichung im Komplexen zu verstehen, d.h. ~p kann im allge-
meinen auch komplexwertig sein und sowohl Real- als auch Imagin

arteil der linken
Seite m

ussen verschwinden.
Die Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen die Dispersionsrelationen f

ur Impulse entlang
der Koordinatenachsen ~p = (p; 0; 0) bzw. f

ur Impulse entlang der Fl

achendiagonalen
~p = (p=
p
2; p=
p
2; 0) f

ur die Standard Kogut-Susskind Wirkung, die Naik-Wirkung
und die p4-Wirkung im Vergleich zur Kontinuum-Dispersionsrelation E(p) = p.
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Abbildung 4.1: Dispersionsrelation E = E(~p) f

ur Impulse entlang der Koordina-
tenachsen ~p = (p; 0; 0) f

ur die Standard Kogut-Susskind Wirkung (blau), die Naik-
Wirkung (gr

un) und die p4-Wirkung (rot) im Vergleich zur Kontinuum-Dispersions-
relation E = p (schwarz, gepunktet). Durchgezogene Linien repr

asentieren reelle
Pole, gestrichelte Linien komplexe.
Im Fall der Naik-Wirkung f

ur Impulse entlang der Koordinatenachsen sowie im
Fall der Naik- und p4-Wirkung f

ur Impulse entlang der Fl

achendiagonalen gibt
es auch komplexe Pole des Propagators. Die Realteile dieser komplexen Pole sind
zur Unterscheidung als gestrichelte Linien gezeichnet, sie liegen in allen F

allen im
Bereich groer Impulse.
Im Kontinuum-Limes (a ! 0) bleibt nur der jeweilige Zweig in der linken unteren
Ecke der E-p-Ebene

ubrig, denn diese wird wegen des Zusammenhangs zwischen
Gitter-Gr

oen und physikalischen Gr

oen, E = E
phys
 a und p = p
phys
 a, mit 1=a
gestreckt. Die anderen Zweige, insbesondere auch die komplexen Pole, werden also
entsprechend unterdr

uckt. Auf endlichen Gittern f

uhrt der endliche Gitterabstand
a jedoch zu Abweichungen von der Kontinuum-Dispersionsrelation.
Die Graphen der Dispersionsrelationen f

ur die verschiedenen Wirkungen zeigen aber,
da die Dispersionsrelationen f

ur die tree-level-verbesserten Wirkungen auf einem
viel gr

oeren Impulsbereich nahe an der Kontinuum-Dispersionsrelation liegen. Ins-
besondere weist die Dispersionsrelation der p4-Wirkung f

ur Impulse entlang der
Achsen (Abb. 4.1) in einem Impulsbereich, der fast die halbe Brillouin-Zone um-
fat, nur sehr geringe Abweichungen von der Kontinuum-Relation auf.
68 Kapitel 4. Verbesserte Rotationssymmetrie bis O(g
2
)
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
E(p)
p
px=py,pz=0
STANDARD
NAIK
P4
Abbildung 4.2: Dispersionsrelation E = E(~p) f

ur Impulse entlang der Fl

achendia-
gonalen ~p = (p=
p
2; p=
p
2; 0) f

ur die Standard Kogut-Susskind Wirkung (blau), die
Naik-Wirkung (gr

un) und die p4-Wirkung (rot) im Vergleich zur Kontinuum-Dis-
persionsrelation E = p (schwarz, gepunktet). Durchgezogene Linien repr

asentieren
reelle Pole, gestrichelte Linien komplexe.
Wie in Abschnitt 4.3 gezeigt wird, f

uhrt diese Tree-level-Verbesserung auch zu einer
starken Reduzierung der Cut-o-Eekte im idealen Gas (g ! 0) Limes.
4.2 1-loop-Verbesserung
In diesem Abschnitt soll die Verletzung der Rotationssymmetrie auch in O(g
2
) redu-
ziert werden. Dazu betrachten wir wiederum den Fermionpropagator, denn dies ist
die fundamentalste Observable in der Berechnung von Loop-Korrekturen zu ther-
modynamischen Observablen.
Der volle Fermionpropagator im Impulsraum ist deniert durch die Fouriertransfor-
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mation des Ortsraumpropagators G
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P
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(4.13)
= Z
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Z
[DU ][D

 ][D ]

 (p) (p) e
?SfU;

 ; g
;
mit Z =
R
[DU ][D

 ][D ] exp( SfU;

 ;  g).
Die Entwicklung der Linkvariablen U

(x) = exp(igA

(x)) liefert wieder die Ent-
wicklung der Wirkung in Ordnungen von g:
S = S
(0)
+ gS
(1)
+ g
2
S
(2)
+O(g
3
) ; (4.14)
wobei S = S
G
+ S
F
die volle Wirkung aus Fermion- und Gluonteil bezeichnet.
Jetzt entwickeln wir e
?S
bis O(g
2
):
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1  gS
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Damit ergibt sich f

ur den Propagator
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und die Zustandssumme
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Dabei bedeutet der Index 0, da die Erwartungswerte bez

uglich der freien Wirkung
S
(0)
genommen werden:
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 D 
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:
In den Erwartungswerten in den Gleichungen 4.16 und 4.17 tragen die Terme von
Ordnung g nicht bei, da in diesen jeweils nur ein Eichfeld steht und hA

(k)i
0
 0.
Aus 4.16 und 4.17 ergibt sich
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wobei in O(g
2
) nur die zusammenh

angenden Teile der Erwartungswerte eingehen:
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Setzt man nun S
(i)
= S
(i)
F
+ S
(i)
G
in die Entwicklung 4.18 ein, so ndet man
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da die Beitr

age, die von den Entwicklungskoezienten

S
(1)
G

2
, S
(2)
G
sowie S
(1)
F
S
(1)
G
stammen, nicht beitragen. Die ersten beiden verschwinden, da sie nicht-zusammen-
h

angende Terme liefern, der letzte tr

agt nicht bei, da dieser einen Nullmoden-Beitrag
liefert.
(S
(1)
F
)
2
und S
(2)
F
sind Selbstenergie-Beitr

age, die von den Teilen der Wirkung stam-
men, welche unabh

angig von den 1-loop-Koezienten c
(2)
i;j
sind, wogegen
~
S
(0)
F
von
diesen abh

angt. S
(0)
F
und
~
S
(0)
F
sind formal die selben Terme bis auf einen Austausch
von Tree-level- und 1-loop-Koezienten. Die explizite Form dieser Beitr

age ist in
Anhang C.1 angegeben.
Eine Integration

uber die Fermionfelder liefert dann
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wobei die Terme den folgenden Diagrammen entsprechen:
D
(0)

(p) =
p
;
D
(2)

(p) =
p p
;


(p) =
p p
k
p-k
+
p p
k
:
Die expliziten Resultate sind in Anhang C.3 aufgef

uhrt. Der Selbstenergieterm 
enth

alt neben dem Beitrag (S
(1)
F
)
2
, welcher auch im Kontinuum beitr

agt, einen 1-
loop-Term, S
(2)
F
, der ein reines Gitterartefakt ist. Der D
(2)
Term stammt von den
1-loop-Koezienten c
(2)
i;j
und ist eine Art Counter-Term in dem Sinne, da mit diesen
Koezienten die 1-loop-Beitr

age adjustiert werden k

onnen; er behebt jedoch keine
Divergenzen.
Um die Rotationssymmetrie des Fermionpropagators bis O(g
2
) zu verbessern, be-
trachten wir den Nenner D von 
(2)
F
?1
(p), entwickeln diesen bis O(g
2
),
D(p) 
X

 
D
(0)

(p) + g
2
 


(p) +D
(2)

(p)

2
=
X

D
(0)

(p)D
(0)

(p) + 2g
2
X

D
(0)

(p)
 


(p) +D
(2)

(p)

+O(g
4
) ;
und fordern, da D eine Funktion ist, die nur von p
2
abh

angt, analog zum Tree-
level-Fall, der in Abschnitt 4.1 diskutiert wurde. Aus dieser Forderung folgen dann
Bedingungen an die 1-loop-Koezienten analog zur Vorgehensweise im vorhergehen-
den Abschnitt. Doch im Gegensatz zum Tree-level-Fall ist ein einfache Entwicklung
in Potenzen von p hier nicht m

oglich, da der Beitrag, der von (S
(1)
F
)
2
stammt logarith-
mische Divergenzen besitzt, d.h. eine Entwicklung dieses Terms zieht Divergenzen
immer h

oherer Ordnung nach sich.
Alternativ dazu betrachten wir Impulse entlang der Koordinatenachsen und entlang
der Fl

achendiagonalen, die den selben Betrag haben, p
1
= (~p; 0; 0; 0) und p
2
=
(~p=
p
2; ~p=
p
2; 0; 0), und bestimmen die Koezienten durch L

osen der Gleichung
D(p
1
) = D(p
2
) (4.20)
f

ur kleine Impulse ~p. Der Term
P

D
(0)

(p)D
(0)

(p) ist mit den Tree-level-Koezienten
aus Abschnitt 4.1 bereits rotationssymmetrisch bis Ordnung p
4
. Daher ber

ucksich-
tigen wir in dieser Gleichung nur die Terme proportional g
2
.
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Im allgemeinen h

angt D(p) auch von dem Fat-Link-Parameter ! ab. Da jedoch
die Einbeziehung von Fat-Links einen zu vernachl

assigenden Eekt in der Thermo-
dynamik hat (wie wir im n

achsten Abschnitt zeigen werden, in dem wir die freie
Energiedichte bis O(g
2
) betrachten), w

ahlen wir den festen Wert !=0 f

ur diese Be-
rechnung. Wie im vorherigen Abschnitt wollen wir auch hier die beiden Spezialf

alle
betrachten, in denen nur einer der beiden 3-Link-Terme beitr

agt. Mit der Normie-
rungsbedingung 4.4 gibt es also nur einen freien 1-loop-Parameter, den man als
L

osung von Gleichung 4.20 bestimmen kann.
Bei der praktischen L

osung von Gleichung 4.20 f

uhren die verschiedenen Beitr

age
zu D zum Teil zu technischen Problemen. Der
~
S
(0)
Beitrag ist unabh

angig von der
Eichwirkung, er ist eine einfache Funktion der Fermion-Impulse p.
Aus den verschiedenen Teilen des S
(2)
F
Beitrags kann man die p-Abh

angigkeit aus
den gluonischen Integralen ausfaktorisieren. Daher kann man diese Integrale auf
einmal f

ur alle Impulse p berechnen. In Anhang C.3 wird gezeigt, da man die
gluonischen Beitr

age, die im S
(2)
F
Beitrag auftreten, auf drei bestimmte Integrale
zur

uckf

uhren kann. Diese Integrale k

onnen mit sehr hoher Genauigkeit mit der Me-
thode der Gau-Legendre-Integration berechnet werden. Im Prinzip k

onnen diese
Beitr

age in Potenzen von p wie im vorhergehenden Abschnitt entwickelt werden.
Dies gilt jedoch nicht f

ur den (S
(1)
F
)
2
Beitrag, der weitaus gr

oere technische Pro-
bleme verursacht. Er f

uhrt zu einer logarithmischen Divergenz im p ! 0 Limes.
Im Gegensatz zum S
(2)
F
Beitrag, lassen sich diese Terme auch nicht in gluonische
und fermionische Teile faktorisieren, so da dieser Beitrag f

ur jeden Fermionimpuls
~p separat berechnet werden mu. Die beschriebene Divergenz verursacht dabei nu-
merische Probleme f

ur kleine Impulse p, bei denen der Pol der inneren Gluonlinie ,
welcher bei p  k = 0 liegt, in den Pol des freien Gluonpropagators bei k = 0 l

auft.
Praktisch bedeutet dies, da numerische Integrationen nicht f

ur beliebig kleine p
m

oglich sind.
L

osungen der Gleichung 4.20 sind in Abbildung 4.3 f

ur die Naik-Wirkung (a) und die
p4-Wirkung (b) als Funktion des Impulses ~p dargestellt. Die Quadrate sind L

osun-
gen f

ur c
(2)
1;1
, die man erh

alt, wenn man nur den D
(2)
Term und den S
(2)
F
Teil von 
ber

ucksichtigt. d.h. wenn man den (S
(1)
F
)
2
Term vernachl

assigt. Da die p Abh

angig-
keit dieser Beitr

age explizit gegeben ist, kann man problemlos pr

azise Resultate bis
hin zu sehr kleinen Impulsen berechnen.
Die Dreiecke stellen die L

osungen unter Ber

ucksichtigung aller Beitr

age einschlie-
lich des (S
(1)
F
)
2
Terms dar. Die Streuung der Punkte f

ur kleine ~p wird durch die
oben beschriebenen numerischen Probleme f

ur den (S
(1)
F
)
2
Beitrag in diesem Bereich
verursacht. Im Fall der Naik-Wirkung bekommen wir stabile Resultate im Bereich
~p  0:1, wogegen die Werte f

ur die p4-Wirkung nur f

ur ~p  0:3 vertrauensw

urdig
sind. In diesen Bereichen wurde Anzahl der Gau-St

utzstellen erh

oht, bis die Re-
sultate stabil wurden; f

ur die kleinen Impulse waren das bis zu 320 St

utzstellen in
jeder Richtung.
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Abbildung 4.3: L

osungen der Gleichung 4.20 mit kompletten Beitr

agen (blau) und
ohne (S
(1)
F
)
2
Beitr

age (rot) f

ur die Naik-Wirkung (a) und die p4-Wirkung (b). Die
Linien sind im Fall der kompletten Beitr

age mit einem polynomialen Fit extrapoliert.
Die Abbildungen 4.3 deuten darauf hin, da die Verletzung der Rotationssymmetrie
haupts

achlich vom S
(2)
F
Teil des Selbstenergieterms verursacht wird. Dies ist auch
naheliegend, da dieser Term im Gegensatz zum (S
(1)
F
)
2
Beitrag ein reines Gitterar-
tefakt ist. Bei der Extrapolation der Resultate f

ur ~p ! 0 machen wir uns dies zu
nutze, indem zun

achst die Resultate, die den (S
(1)
F
)
2
Term nicht ber

ucksichtigen, ex-
trapolieren. Betrachtet man die Dierenz aus \kompletten" und \nicht-kompletten"
Resultaten, so ndet man f

ur die p4-Wirkung ein lineares und f

ur die Naik-Wirkung
ein quadratisches Verhalten, welches man sehr gut tten kann. Addiert man diese
Fit-Funktionen zu den nicht-kompletten Resultaten, so erh

alt man einen Fit f

ur die
kompletten Daten und einen extrapolierten Wert bei p = 0 aus der Extrapolation
der nicht-kompletten Daten.
Die extrapolierten Werte f

ur die Koezienten lauten:
Naik-Wirkung : c
(2)
1;0
=  0:0085 , c
(2)
3;0
= 0:00283
p4-Wirkung : c
(2)
1;0
= 0:0165 , c
(2)
1;2
=  0:00275
Es f

allt auf, da diese Werte eine \

Uberverbesserung" durch die tree-level-verbes-
serten Wirkungen bei endlichem g indizieren, da die Koezienten durch die 1-loop-
Beitr

age in Richtung der Standard Kogut-Susskind Wirkung korrigiert werden.
4.3 Freie Energiedichte bis O(g
2
)
Wie in Abschnitt 2.3 im Fall der reinen Eichtheorie diskutiert wurde zeigen ther-
modynamische Observable starke Cut-o-Abh

angigkeiten in Gitter-Simulationen
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bei endlicher Temperatur. F

ur die Untersuchung des Einusses endlicher Cut-o-
Eekte auf thermodynamische Observable hat sich hier der st

orungstheoretische
Hochtemperatur-Limes als geeignet erwiesen.
Wir wollen hier diese Betrachtungen auf den fermionischen Sektor ausdehnen. Der
thermodynamische Hochtemperatur-Limes ist seit langem aus der Kontinuum-St

o-
rungstheorie bis Ordnung g
2
bekannt [35]
y
; die freie Energiedichte der QCD f

ur n
f
Flavour masseloser Quarks und die SU(N
c
) Eichgruppe lautet:
f
cont
 f
(0)
cont;G
+ f
(0)
cont;F
+ g
2

f
(2)
cont;G
+ f
(2)
cont;F

+O(g
3
) ;mit
f
(0)
cont;G
=T
4
=  
1
45

2
 
N
2
c
  1

;
f
(2)
cont;G
=T
4
=
1
144
g
2
 
N
2
c
  1

N
c
;
f
(0)
cont;F
=T
4
=  n
f
7
180

2
N
c
;
f
(2)
cont;F
=T
4
= n
f
5
576
 
N
2
c
  1

: (4.21)
Die Entwicklung des Drucks und der Energiedichte erh

alt man aus der thermody-
namischen Relation  = 3p =  3f , die bis zu dieser Ordnung gilt.
Auf Gittern mit zeitlicher Ausdehnung N

ndet man im Eichsektor f

ur die Standard
Plaquette-Wirkung groe O(1=N
2

) Abweichungen vom idealen Gas-Limes, der aus
der Kontinuum-St

orungstheorie bekannt ist, f
(0)
cont;G
. Tree-Level-verbesserte Wirkun-
gen reduzieren diese Abweichungen im Hochtemperatur-Limes in f

uhrender Ordnung
drastisch. Es wurde gezeigt, da eine st

orungstheoretische Verbesserung des Hoch-
temperatur-Verhaltens auch zu einer deutlichen Reduzierung der Cut-o-Eekte bei
endlichen Temperaturen f

uhrt.
Im fermionischen Sektor weist die Standard Kogut-Susskind Wirkung ebenfalls Ab-
weichungen vom Kontinuum idealen Gas-Limes f
(0)
cont;F
auf, die von O(1=N
2

) und
sogar noch gr

oer sind als im Eichsektor [5]. Per Konstruktion reduziert die tree-
level-verbesserte Naik-Wirkung die Abweichungen in den fermionischen Beitr

agen
zur Energiedichte .
Es soll nun untersucht werden, wie der Einu der im vorhergehenden Abschnitt
konstruierten staggered Fermionwirkungen auf das Hochtemperatur-Verhalten ist.
Insbesondere interessiert dabei, ob die Verbesserung der Rotationssymmetrie des
Fermionpropagators auf Tree-level und in 1-loop-Ordnung zu einer Reduzierung der
Cut-o-Eekte f

uhrt und welchen Einu die Fat-Link-Verbesserung auf die Ther-
modynamik hat (es sei noch einmal daran erinnert, da die Motivation f

ur Fat-Links
y
Vor kurzem wurden im reinen Eichsektor alle Terme, die st

orungstheoretisch berechenbar sind
(bis O(g
5
)), berechnet [36].
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die Verbesserung der Flavour-Symmetrie und nicht die Reduzierung von Cut-o-
Eekte in der Thermodynamik ist).
Wir berechnen dazu den fermionischen Beitrag zur freien Energiedichte f
F
in Gitter-
St

orungstheorie bis zur Ordnung g
2
, da der Einu der Fat-Link-Verbesserung, der
1-loop-Koezienten sowie der gew

ahlten Eichwirkung sich erst in Ordnung g
2
zeigt.
Da wir in der naiven Fermion-Formulierung arbeiten, ist die Anzahl der Flavour-
Freiheitsgrade n
f
=16. Es ist gezeigt worden, da bis O(g
2
) die Gitterst

orungstheorie
f

ur naive und f

ur staggered Fermionen

aquivalent ist und die korrekte n
f
Abh

angig-
keit, die in dieser Ordnung nur ein multiplikativer Faktor ist, im nachhinein ein-
gef

uhrt werden kann [37]. Wir werden stets den masselosen Fall, m=0, betrachten,
um vergleichbare Resultate zu erhalten.
Wir w

ahlen die freie Energiedichte f

ur diese Entwicklung, da sie durch eine sehr
einfache Relation, den Logarithmus der Zustandssumme, deniert ist, und sich da-
durch erheblich besser eignet als die Energiedichte , welche durch eine Ableitung
des Logarithmus der Zustandssumme deniert ist. Wir erhalten die Entwicklung von
f wiederum aus der Entwicklung der Wirkung 4.14:
e
?
V
T
f
 Z =
Z
[DU ]

D

 D 

e
?S
= Z
0
(
1  g
2



S
(2)

0
 
1
2
D
 
S
(1)

2
E
0

+O(g
3
)
)
: (4.22)
Aus den gleichen Argumenten wie im vorhergehenden Abschnitt folgt, da die Ent-
wicklungskoezienten der Ordnung g gleich Null sind.
Durch logarithmieren der Gleichung 4.22 erh

alt man dann die Entwicklung der freien
Energiedichte:
f = f
(0)
+ g
2
f
(2)
+O(g
3
)
=  
T
V
logZ
(0)
+ g
2
T
V



S
(2)

0
 
1
2
D
 
S
(1)

2
E
0
+
D
~
S
(0)
E
0

+O(g
3
) :(4.23)
Bis zu dieser Ordnung kann man f in gluonische und fermionische Anteile zerlegen,
wenn man die entsprechende Zerlegung der Entwicklungskoezienten der Wirkung
S
(i)
= S
(i)
G
+ S
(i)
F
einsetzt:
f = f
G
+ f
F
;mit (4.24)
f
G
= f
(0)
G
+ g
2
f
(2)
G
+O(g
3
) (4.25)
=  
T
V
logZ
(0)
G
+ g
2
T
V

D
S
(2)
G
E
0
 
1
2


S
(1)
G

2

0
+
D
~
S
(0)
G
E
0

+O(g
3
) ;
f
F
= f
(0)
F
+ g
2
f
(2)
F
+O(g
3
) (4.26)
=  
T
V
logZ
(0)
F
+ g
2
T
V

D
S
(2)
F
E
0
 
1
2


S
(1)
F

2

0
+
D
~
S
(0)
F
E
0

+O(g
3
) :
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Dabei haben wir benutzt, da
Z
(0)
= Z
(0)
G
 Z
(0)
F
;mit (4.27)
Z
(0)
G
=
Z
[DU ] e
?S
(0)
G
; (4.28)
Z
(0)
F
=
Z
[D

 D ] e
?S
(0)
F
: (4.29)
Auerdem haben wir benutzt, da der gemischte Term
D
S
(1)
G
 S
(1)
F
E
0
verschwindet,
da S
(1)
F


 A

 und somit die Integration

uber die Fermionfelder
D
S
(1)
G
 S
(1)
F
E
0

tr A

= 0 liefert, da die Generatoren der SU(N
c
) spurlos sind.
Die expliziten Ausdr

ucke f

ur die Entwicklungskoezienten des fermionischen Teils
der freien Energiedichte sind in Anhang C.4 gegeben. Die verschiedenen fermioni-
schen Beitr

age entsprechen den folgenden Diagrammen:
f
(0)
F
=
p
;


S
(1)
F

2

0
=
p
k
p-k
;
D
~
S
(0)
F
E
0
=
p
;
D
S
(2)
F
E
0
=
k
p
:
Oensichtlich gibt es eine Entsprechung zwischen diesen Beitr

agen und denen zum
im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Fermionpropagator; man erh

alt diese
Graphen, wenn man die eingehenden und auslaufenden Fermionlinien der Diagram-
me des Fermionpropagators verbindet.
Der
~
S
(0)
F
Beitrag enth

alt die komplette Abh

angigkeit von den 1-loop-Koezienten
und tr

agt nicht bei, wenn diese vernachl

assigt werden. Die S
(2)
F
und (S
(1)
F
)
2
Beitr

age
enthalten die Abh

angigkeit vom Fat-Link-Parameter !. Der S
(2)
F
Beitag kann wieder-
um in fermionische und gluonische Loop-Integrale faktorisiert werden, im Gegensatz
zum (S
(1)
F
)
2
Beitrag.
Um den Beitrag bei endlicher Temperatur zu extrahieren, mu man die Dierenz
der freien Energiedichte auf N
3

 N

und N
4

Gittern berechnen, wobei wir die
r

aumliche Ausdehnung unendlich gro w

ahlen, N

= 1, um Eekte endlichen Vo-
lumens auszuschlieen. Die Loop-Integrale

uber die r

aumlichen Impulse sowie die,

uber die zeitlichen Impulse f

ur die Temperatur Null Beitr

age, wurden mit dem Gau-
Legendre Verfahren berechnet. F

ur Beitr

age bei endlicher Temperatur wurden die
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Abbildung 4.4: Fermionische Tree-level-Beitr

age zur freien Energiedichte normiert
auf den entsprechenden Kontinuum-Beitrag als Funktion der zeitlichen Ausdehnung
N

f

ur die Standard Kogut-Susskind Wirkung (schwarz), die Naik-Wirkung (rot)
und die p4-Wirkung (blau).
endlichen Summen

uber die zeitlichen Impulse explizit ausgef

uhrt.
Der numerische Aufwand zur Berechnung der 1-loop-Beitr

age
z
, insbesondere des
(S
(1)
F
)
2
Beitrags, ist sehr gro und w

achst mit (#Gau-St

utzstellen)
8
, weshalb die
maximale Anzahl von St

utzstellen gleich 32 in jeder Richtung war; dies sind insge-
samt ca. 10
12
St

utzstellen. Bei kleiner zeitlicher Ausdehnung N

 8 ndet man eine
gute Konvergenz der 1-loop-Beitr

age, wenn man die Anzahl der St

utzstellen auf bis
zu 32 erh

oht. Bei gr

oeren N

wird der Grenzwert jedoch nicht mit dieser maxima-
len Anzahl St

utzstellen erreicht. Wir haben aber festgestellt, da die Resultate ein
klares (#Gau-St

utzstellen)
?4
Verhalten zeigen, so da man diese auch f

ur N

> 8
zu einer unendlichen Anzahl St

utzstellen extrapolieren kann. Der Fehler dieser Ex-
trapolation w

achst sicherlich mit zunehmendem N

; da wir jedoch vornehmlich an
den Abweichungen von der Kontinuum-St

orungstheorie f

ur kleine N

Werte interes-
siert sind, beeintr

achtigen diese Unsicherheiten nicht unsere Schlufolgerungen. Die
Resultate bei groen N

Werten dienen vielmehr der

Uberpr

ufung der Richtigkeit
unserer Rechnungen insofern diese mit wachsendem N

gegen das entsprechende
Kontinuum-Resultat konvergieren sollten.
Es ist m

oglich, die explizite Abh

angigkeit der 1-loop-Beitr

age vom Fat-Link-Pa-
z
Die Beitr

age in Ordnung g
2
werden durchgehend als 1-loop-Beitr

age bezeichnet, auch wenn
diese hier eigentlich 2 Loops enthalten.
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Abbildung 4.5: Fermionische 1-loop-Beitr

age zur freien Energiedichte normiert auf
den entsprechenden Kontinuum-Beitrag als Funktion der zeitlichen Ausdehnung N

f

ur verschiedene Fermionwirkungen. Die verschiedenen Farben repr

asentieren die
Fat-Link-Parameter ! = 0:0; 0:2; 0:4. Kreise bezeichnen die Wahl der Standard
Eichwirkung, oene Quadrate die Wahl der 12 Eichwirkung. In der Naik- und der
p4-Wirkung sind nur die Tree-level-Koezienten ber

ucksichtigt , d.h. c
(2)
i;j
 0. Die
Resultate f

ur N

> 8 sind extrapoliert.
rameter ! auszufaktorisieren. Desweiteren kann man die Abh

angigkeit der 1-loop-
Beitr

age von den 1-loop-Koezienten explizit aus dem
~
S
(0)
F
Beitrag, auf den sich
diese Abh

angigkeit beschr

ankt, herausziehen. Sowohl f

ur die Naik- wie auch die p4-
Wirkung gibt es mit der Normierungsbedingung 4.4 einen freien 1-loop-Koezienten;
in beiden F

allen w

ahlen wir den Koezienten c
(2)
1;0
und ziehen diesen jeweils aus dem
~
S
(0)
F
Beitrag heraus.
Damit erhalten wir folgende Parametrisierung der 1-loop-Beitr

age zur freien Ener-
giedichte:
f
(2)
F
=f
(2)
F;cont

N

;!; c
(2)
1;0

=
f
0
(N

) +
!
1 + 6!
 f
1
(N

) +
!
2
(1 + 6!)
2
 f
2
(N

) + c
(2)
1;0

~
f(N

) (4.30)
Die Resultate der einzelnen Terme dieser Parametrisierung sowie die Tree-level-
Beitr

age sind in Anhang C.5 tabelliert.
Abbildung 4.4 zeigt die Abweichungen der fermionischen Tree-level-Beitr

age zur
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Abbildung 4.6: Fermionische 1-loop-Beitr

age zur freien Energiedichte normiert auf
den entsprechenden Kontinuum-Beitrag als Funktion der zeitlichen Ausdehnung N

f

ur Naik-Wirkung (rot) und die p4-Wirkung (blau) f

ur den Fall der Tree-level-
Verbesserung, d.h. c
(2)
i;j
 0, (oene Kreise) und den Fall der 1-loop-Verbesserung
(Quadrate). In allen F

allen wurde die 12 Eichwirkung benutzt. Die Resultate f

ur
N

> 8 sind extrapoliert.
freien Energiedichte vom Stefan-Boltzmann-Limes f

ur die Standard Kogut-Susskind
Wirkung, die Naik-Wirkung und die p4-Wirkung. Die Standard Wirkung f

uhrt bei
kleinen N

Werten zu sehr groen Abweichungen, bei N

=4 liefert sie einen mehr
als doppelt so groen Beitrag wie im Kontinuum. Die tree-level-verbesserten stag-
gered Fermionwirkungen reduzieren diese cut-o-abh

angigen Korrekturen drastisch,
bei N

=4 auf etwa 20% im Fall der Naik-Wirkung und auf etwa 40% im Fall der
p4-Wirkung. Im Bereich N

6 sind die Verbesserungen noch deutlicher, insbeson-
dere die p4-Wirkung zeigt hier nur noch Abweichungen, welche auf wenige Prozent
reduziert sind im Vergleich zu der Abweichung von etwa 80% der Standard Wirkung
bei N

=6.
Die Resultate f

ur den fermionischen Beitrag zur freien Energiedichte in Ordnung
g
2
, f
(2)
F
, normiert auf den Kontinuum-Beitrag in Ordnung g
2
, f
(2)
F;cont
, sind in den
Abbildungen 4.5 und 4.6 dargestellt. Abbildung 4.5 zeigt den Einu der Fat-Link-
Verbesserung und der Eichwirkung f

ur die betrachteten tree-level-verbesserten Fer-
mionwirkungen und die Standard Kogut-Susskind Wirkung, die 1-loop-Koezienten
wurden hier also gleich Null gesetzt. F

ur den Fat-Link-Parameter sind die Werte dar-
gestellt, die von der MILC Kollaboration benutzt wurden, ! = 0:0; 0:2; 0:4. Als
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Eichwirkung betrachten wir die Standard 11-Wirkung und die 12-Wirkung.
F

ur alle Wirkungen ndet man groe Abweichungen vom Kontinuum-Wert bei klei-
nen N

, wobei die p4-Wirkungen am schnellsten gegen den Kontinuum-Wert kon-
vergieren. Den gr

oten Einu hat die Wahl der Tree-level-Koezienten. Es f

allt
auf, da beide Tree-level-Verbesserungen zu einem Vorzeichenwechsel gegen

uber der
Standard Wirkung f

uhren. Dagegen ist der Einu der Eichwirkung sowie des Fat-
Link-Parameters zu vernachl

assigen. Dies ist nicht unerwartet, da Fat-Links ein-
gef

uhrt wurden, um das Infrarot-Verhalten zu verbessern und die Flavour-Symme-
trie-Verletzung zu reduzieren, und nicht, um das Ultraviolett-Verhalten zu beein-
ussen. Verbesserte Eichwirkungen sollen ebenfalls nicht Cut-o-Eekte in fermio-
nischen Observablen verringern, sie beeinussen prim

ar den gluonischen Sektor.
Der Einu der 1-loop-Verbesserung der Naik- und der p4-Wirkung, die im vor-
hergehenden Abschnitt durchgef

uhrt wurde, auf das Hochtemperaturverhalten in
Ordnung g
2
ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Um diesen Aspekt herauszuheben,
wurde in allen F

allen die 12-Eichwirkung benutzt sowie der Fat-Link-Parameter
gleich Null gew

ahlt. Die Abbildung zeigt, da die Cut-o-Eekte in Ordnung g
2
f

ur
beide 1-loop-verbessertenWirkungen stark reduziert sind verglichen mit den entspre-
chenden tree-level-verbesserten Wirkungen. Schon bei N

=6 sind die Abweichungen
vom Ordnung g
2
Kontinuum-Beitrag im Fall der 1-loop-p4-Wirkung auf etwa 1/10
und f

ur die 1-loop-Naik-Wirkung auf etwa 2/5 der Abweichungen, die man mit der
Standard Wirkung erh

alt, reduziert. Die 1-loop-verbesserte p4-Wirkung zeigt dabei
deutlich das schnellste Konvergenzverhalten.
Im vorhergehenden Abschnitt wurde bereits darauf hingewiesen, da die 1-loop-
Koezienten in beiden F

allen, Naik- und p4-Wirkung, die Tree-level-Koezienten
in Richtung der Standard Wirkung korrigieren. Dies deutet auf eine \

Uberverbes-
serung" in Ordnung g
2
durch die Tree-level-Koezienten hin. Diese Interpretati-
on wird durch den Vorzeichenwechsel von f
(2)
F
zwischen Standard und tree-level-
verbesserten Wirkungen untermauert. Die 1-loop-Koezienten wirken dieser \

Uber-
verbesserung" entgegen und reduzieren sie deutlich.
4.4 Flavour-Symmetrie
Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, da die Fat-Link-Verbesserung keinen si-
gnikanten Einu auf das Hochtemperaturverhalten der freien Energiedichte hat.
Umgekehrt stellt sich aber die Frage, was der Einu der verbesserten Rotations-
symmetrie auf die Flavour-Symmetrie-Verletzung ist.
Wir wollen also untersuchen, ob die Ber

ucksichtigung des linearen 3-Link-Terms
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im Fall der Naik-Wirkung oder des abgewinkelten 3-Link-Terms im Fall der p4-
Wirkung das Pion-Splitting ver

andert. Weiterhin stellt sich die Frage, ob die Fat-
Link-Verbesserung des 1-Link-Terms f

ur die Naik- und die p4-Wirkung ebenfalls eine
Verbesserung der Flavour-Symmetrie gegen

uber den Wirkungen mit einfachem 1-
Link-Term bewirken und ob es quantitative Unterschiede zur Fat-Link-Verbesserung
der Standard Wirkung gibt.
In Abschnitt 3.2 wurde die Fat-Link-Verbesserung der Flavour-Symmetrie anhand
des Pion-Splittings, 

, f

ur die Standard Kogut-Susskind Wirkung diskutiert. Die
Bestimmung der Massen des Goldstone Pions , des nicht-Goldstone Pions 
2
so-
wie des -Mesons haben wir analog dazu auf den selben mit der 12-Eichwirkung
auf einem 16
3
 30 Gitter bei =4.1 erzeugten quenched Kongurationen auch
f

ur die tree-level-verbesserten Naik- und p4-Wirkungen durchgef

uhrt
x
, d.h. die in
die Meson-Operatoren eingehenden Quarkpropagatoren wurden aus der Inversion
der entsprechenden Fermionmatrix gewonnen. Diese Messungen wurden jeweils f

ur
die nicht fat-link-verbesserten (! = 0) und f

ur die fat-link-verbesserten Wirkungen
(! = 0:2) bei den Quarkmassen m = 0:01; 0:02; 0:05 gemacht. Die Resultate sind in
Anhang D tabelliert.
Abbildung 4.7 zeigt das Pion-Splitting 

in Abh

angigkeit von m
2

=m
2

f

ur die Stan-
dard und die verbesserten Wirkungen. Die Messungen beantworten die oben gestell-
ten Fragen eindeutig. Erstens gibt es keinen signikanten Einu der Verbesserung
der Rotationssymmetrie auf das Pionsplitting; innerhalb der Fehler stimmen die
Resultate f

ur die Standard Wirkung, die Naik-Wirkung und f

ur die p4-Wirkung

uberein. Zweitens arbeitet die Fat-Link-Verbesserung f

ur die Naik-Wirkung und f

ur
die p4-Wirkung ebenso gut wie f

ur die Standard Wirkung; das Pion-Splitting wird
in allen F

allen innerhalb der Fehler gleich stark reduziert.
x
Die Messungen f

ur die Naik-Wirkung stammen von A. Bicker, sie wurden im Rahmen seiner
Diplomarbeit durchgef

uhrt.
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Abbildung 4.7: Pion-Splitting 


uber m
2

=m
2

f

ur die Standard Kogut-Susskind
Wirkung (schwarz), die tree-level-verbesserte Naik-Wirkung (blau) und die tree-
level-verbesserte p4-Wirkung (rot) jeweils f

ur die Fat-Link-Parameter !=0.0 (oe-
ne Quadrate), !=0.2 (gef

ullte Quadrate). Die Linien verbinden zusammengeh

orige
Punkte und sind nur zur Orientierung gedacht.
Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde eine st

orungstheoretische Konstruktion von staggered Fer-
mionwirkungen mit verbesserter Rotationssymmetrie des Fermionpropagators in
Tree-level wie auch in 1-loop-Ordnung vorgestellt. Genauer wurden tree-level- und 1-
loop-verbesserte Versionen der Naik- und der p4-Wirkung mit und ohne zus

atzliche
Fat-Link-Verbesserung betrachtet.
Die Tree-level-Verbesserung hat einen positiven Eekt auf die Dispersionsrelation,
welche f

ur die verbesserten Wirkungen in einem wesentlich gr

oeren Impulsbereich
nahe an der Kontinuum-Dispersionsrelation liegt als f

ur die Standard Wirkung.
Eine st

orungstheoretische Berechnung der fermionischen Tree-level- und 1-loop-Bei-
tr

age zur freien Energiedichte wurde durchgef

uhrt, um den Einu der verbes-
serten Rotationssymmetrie sowie der Fat-Link-Verbesserung auf das Hochtempe-
raturverhalten zu untersuchen. Sowohl in Tree-level als auch in 1-loop-Ordnung
f

uhrt die Standard staggered Wirkung zu groen cut-o-abh

angigen Korrekturen
zur Kontinuum-St

orungstheorie. F

ur die tree-level-verbesserten Wirkungen ndet
man eine starke Reduzierung dieser ultraviolett Cut-o-Eekte; schon bei N

=4
sind die verbleibenden Cut-o-Eekte um etwa einen Faktor 10 kleiner als f

ur die
Standard Wirkung.
In 1-loop-Ordnung hilft die Tree-level-Verbesserung wie erwartet nicht. Unsere Ana-
lyse hat gezeigt, da die Korrekturen zur Kontinuum-St

orungstheorie in 1-loop-
Ordnung f

ur die tree-level-verbesserte Naik- und p4-Wirkung von vergleichbarer
St

arke sind wie f

ur die Standard Wirkung. Dar

uber hinaus stellt man fest, da
Fat-Link-Verbesserung einen zu vernachl

assigenden Einu auf das Hochtempera-
turverhalten hat, d.h. die Cut-o-Eekte werden durch Fat-Links weder signikant
verst

arkt noch reduziert. Auch diese Beobachtung ist nicht

uberraschend, da Fat-
Links eingef

uhrt wurden, um die Flavoursymmetrie-Brechung zu reduzieren, sich
also eher auf das Infrarot-Verhalten auswirken.
Schlielich zeigt sich eine deutliche Reduzierung der ultraviolett Cut-o-Eekte in
1-loop-Ordnung f

ur die Wirkungen mit verbesserter Rotationssymmetrie bis O(g
2
).
Bei N

=6 ndet man z.B. f

ur die Standard Wirkung einen 1-loop-Beitrag zur freien
Energiedichte, der um etwa einen Faktor 4 gr

oer als der entsprechenden Konti-
nuumbeitrag ist; verglichen damit sind die Abweichungen an dieser Stelle f

ur die
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1-loop-verbesserte Naik-Wirkung um einen Faktor 3 und f

ur die 1-loop-verbesserte
p4-Wirkung sogar um einen Faktor 8 kleiner.
Eine Analyse des Mesonspektrums auf quenched Kongurationen f

ur die Stan-
dard Wirkung sowie die betrachteten Wirkungen mit verbesserter Rotationsym-
metrie jeweils mit und ohne Fat-Link-Verbesserung hat gezeigt, da die Fat-Link-
Verbesserung in allen F

allen zu einer deutlichen Reduzierung des Pion-Splittings
und somit der Flavoursymmetrie-Brechung f

uhrt. Auf der anderen Seite zeigen die-
se Messungen keinen signikanten Einu der verbesserten Rotationssymmetrie auf
die Flavoursymmetrie.
Aus diesen Untersuchungen l

at sich schlufolgern, da die beiden Komponenten,
die Verbesserung der Rotationssymmetrie durch Naik- und p4-Wirkung und die Ver-
besserung der Flavoursymmetrie durch Einbeziehung von Fat-Links, ezient und
unabh

angig von einander arbeiten.
Insbesondere die 1-loop-verbesserte p4-Wirkung in Kombination mit Fat-Links ist
eine sehr geeignete Kandidatin f

ur Monte-Carlo Simulationen der vollen QCD bei
endlicher Temperatur, da sie die Vorteile eines bis 1-loop-Ordnung verbesserten
Hochtemperaturverhaltens und der verbesserten Flavoursymmetrie kombiniert, da-
bei aber die Prinzipien der Praktikabilit

at { Einfachheit und Lokalit

at { beibeh

alt.
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Anhang A
W

urfel-Operator in f

uhrender
Ordnung g
F

ur den W

urfel-Operator gibt es an jedem Gitterpunkt x und je drei paarweise
verschiedene Richtungen ,  und  vier beitragende Pfade, die mit W
J

(x), J=I,
II, III, IV, bezeichnet werden:
I II III IV
Die Beitr

age des W

urfel-Operators in f

uhrender Ordnung von g
2
sind damit
X
<<
X
x
1
4
IV
X
J=I

1 
1
N
Re Tr W
J

(x)

=
g
2
2N
Tr
Z
k
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
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
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
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
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
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
=2  k

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
A

(k)A

( k)
  [sin(k

=2 + k

=2) + sin(k

=2  k

=2)] [sin(k

=2 + k

=2) + sin(k

=2  k

=2)]
 [A

(k)A

( k) + A

(k)A

( k)]
  [sin(k

=2 + k

=2) + sin(k

=2  k

=2)] [sin(k

=2 + k

=2) + sin(k

=2  k

=2)]
 [A

(k)A

( k) + A

(k)A

( k)]
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
urfel-Operator in f

uhrender Ordnung g
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;
wobei die Abk

urzung s

(k)  sin(k

) verwendet wird.
Damit ergibt sich f

ur den Beitrag G
(2)
;
zum inversen Progator
G
(2)
;
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
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
  E
;
(k)(1  
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Anhang B
Denitionen der Dimension-6
Fermionoperatoren
Isospektrale Eichfeld-Transformation
Die isospektrale Transformation der Eichfelder ist deniert durch
~
U

(n)  exp[X

(n)]U

(n) ; (B.1)
wobei  ein innitesimaler Parameter ist. Die SU(N
c
) Matrix X

(n) ist durch den
anti-hermiteschen, spurlosen Teil eines Feldes Y

(n) deniert:
X

(n) = Y

(n)  Y
y

(n) 
1
N
c
tr

Y

(n)  Y
y

(n)

; (B.2)
Y

(n) =
1
4
X

n
U

(n)U

(n+ ^)U
y

(n + ^)U
y

(n)
 U

(n)U
y

(n  ^ + ^)U
y

(n  ^)U

(n  ^)
o
: (B.3)
Denitionen zu den bilinearen Fermionoperatoren
Bei den in Abschnitt 3.1 denierten bilinearen Fermionoperatoren sind s

amtliche
Indizes sowie die Eichfelder unterdr

uckt, sie sind wie folgt deniert:
B 
X
y;y
0
X
;
0
X
a;b

a

(y)B

0
(y; y
0
)U
ab
(y + ; y
0
+ 
0
)
b

0
(y
0
) (B.4)
Dabei ist U(x; x
0
) das Mittel von Link-Produkten entlang Pfaden von x nach x
0
.
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Die f

ur die Denition der bilinearen Fermionoperatoren ben

otigten diskreten Die-
rentialoperatoren sind mit dieser Kurzschreibweise deniert durch
D= 
X

(


 1l)D

; (B.5)
D
2

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
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

 1l)D

(

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
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
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
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
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
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
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
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+ a(
5

 t
5
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
0



(y; y
0
) ; (B.9)
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
D

(y; y
0
) =
1
4a
[(y + 2^  y
0
)  (y   2^  y
0
)] ; (B.10)



(y; y
0
) =
1
4a
2
[(y + 2^  y
0
) + (y   2^  y
0
)  2(y   y
0
)] : (B.11)
Mit diesen Denitionen l

at sich z.B. die Kogut-Susskind Wirkung sehr kompakt
schreiben:
S
(KS)
F
= (2a
4
)(D= +m) : (B.12)
Denitionen zu den Vier-Fermionoperatoren
Die Phasenfaktoren P
(i)

(c) f

ur die 18 Vier-Fermionoperatoren sind wie folgt de-
niert:
P
(3)

(c) = 

(c) ; P
(4)

(c) = "(c)

(c) ;
P
(5)

(c) = "(c)

(c)

(c) ; P
(6)

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(c) ;
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
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(c) ;
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
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(c) ; P
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
(c) = 

(c) ;
P
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
(c) = 

(c) ; P
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
(c) = 

(c)

(c) ;
P
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
(c) = 

(c) ; P
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
(c) = 

(c)

(c) ;
P
(15)

(c) = "(c)

(c) ; P
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
(c) = "(c)

(c)

(c) ;
P
(17)

(c) = "(c)

(c) ; P
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
(c) = "(c)

(c)

(c) ;
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wobei


(c) =
1
3
X
 6=
( 1)
c

;


(c) = ( 1)
c
1
++c
 1
;


(c) = ( 1)
c
+1
++c
4
;
"(c) = ( 1)
c
1
++c
4
;

5
(c) =
4
Y
=1


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Anhang C
Anhang zu Kapitel 4
Wir f

uhren hier die expliziten Resultate sowie einige technische Details der st

orungs-
theoretischen Rechnungen auf, die in Kapitel 4 behandelt wurden. Der Aufbau ist
dabei wie folgt: In Teil C.1 denieren wir die grundlegenden Terme und Funktio-
nen, auf die in den darauolgenden Teilen verwiesen wird. In Teil C.2 und Teil C.3
sind Details zur Bestimmung der Tree-level- bzw. der 1-loop-Koezienten darge-
stellt. In Teil C.4 sind die expliziten algebraischen Resultate der 1-loop-Berechnung
der fermionischen Beitr

age zur freien Energiedichte gegeben, in Teil C.5 sind die
entsprechenden Resultate der numerischen Impulsintegrationen tabelliert.
C.1 Algemeine 1-loop-Resultate und Denitionen
F

ur die trigonometrischen Funktionen benutzen wir die Abk

urzungen
s

(p)  sin(p

) ;
c

(p)  cos(p

) :
Der inverse Gluonpropagator f

ur die 12-Eichwirkung wurde in [3] berechnet. F

ur
die Standard Plaquette-Wirkung sowie die 12-Wirkung kann man den Gluonpro-
pagator in folgender Form schreiben:

G
;
(k) = D
G

(k)
;
  E
G
;
(k) +  g

(k)g

(k) ;
D
G

(k) = 4 a
1;1
X

s
2

(k=2)  16 a
1;2
X

s
2

(k=2)
 
2  s
2

(k=2)  s
2

(k=2)

;
E
G
;
(k) = 4 a
1;1
s

(k=2)s

(k=2)
 16 a
1;2
s

(k=2)s

(k=2)
 
2  s
2

(k=2)  s
2

(k=2)

;
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mit a
1;1
 1, a
1;2
 0 f

ur die Standard Plaquette-Wirkung und a
1;1
 5=3, a
1;2

 1=12 f

ur die 12-Wirkung. In beiden F

allen w

ahlen wir den Eichxierungsterm
g

(k) = 2s

(k=2) sowie Feynman-Eichung  = 1.
Die Basis der 1-loop-Rechnungen ist eine Entwicklung der Fermionwirkung in Po-
tenzen der Kopplung g:

S
F
= S
(0)
F
+ gS
(1)
F
+ g
2
S
(2)
F
+ g
2
~
S
(0)
F
+O(g
3
) : (C.1)
Daf

ur entwickelt man die Exponentialdarstellung der Linkvariablen U

(x) = exp(igaA

(x)),
mit den Eichfeldern A


P
N
2
c
?1
b=1
A
b


b
und der Normierung 2tr 
a

b
= 
ab
der Ge-
neratoren der SU(N
c
) Eichgruppe 
a
. Den Gitterabstand setzen wir auf a = 1. Im
Impulsraum ndet man dann
S
(0)
F
=
Z
p

 (p)
(
i
X



h

(p) +m
)
 (p) ;
~
S
(0)
F
= i
N
2
c
  1
2N
c
Z
p

 (p)
X



h
(2)

(p)  (p) ;
S
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F
= i
Z
p
Z
k

 (p)
X



^
S
(1)

(p; k)  (p  k) ;
S
(2)
F
=  
i
2
Z
p
Z
k
1
Z
k
2

 (p)
X



^
S
(2)

(p; k
1
; k
2
)  (p  k
1
  k
2
) ;
mit
^
S
(1)

(p; k) =
X

K
;
(p; k) A

(k) ;
^
S
(2)

(p; k
1
; k
2
) =
X
;
L
;;
(p; k
1
; k
2
) A

(k
1
)A

(k
2
) :
Hier haben wir die folgenden Denitionen benutzt, auf die auch in C.2 - C.4 Bezug
genommen wird:
h

(p) = 2 s

(p)
h
c
(0)
1;0
+ 2 c
(0)
1;2
X
 6=
c

(2p)
i
+ 2 c
(0)
3;0
s

(3p) ; (C.2)
h
(2)

(p) = 2 s

(p)
h
c
(2)
1;0
+ 2 c
(2)
1;2
X
 6=
c

(2p)
i
+ 2 c
(2)
3;0
s

(3p) ;
K
;
(p; k) = c
(0)
1;0
A
fat
;
(!; p; k) + c
(0)
3;0
A
(3;0)
;
(p; k) + c
(0)
1;2
A
(1;2)
;
(p; k) ;
L
;;
(p; k
1
; k
2
) = c
(0)
1;0
B
fat
;;
(!; p; k
1
; k
2
) + c
(0)
3;0
B
(3;0)
;;
(p; k
1
; k
2
) + c
(0)
1;2
B
(1;2)
;;
(p; k
1
; k
2
) ;

Die Bezeichnung
~
S
(0)
F
soll daran erinnern, da dieser Term eigentlich von einem tree-level
Diagramm stammt; dieses enth

alt aber die 1-loop-Koezienten, wodurch dieser Term zu O(g
2
)
verschoben wird.
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Die Integralsymbole mit Indizes f

ur fermionische und gluonische Impulse, die mit den
Buchstaben p bzw. k gekennzeichnet werden, bezeichen auf einem endlichen N
3

N

Gitter tats

achlich endliche Summen

uber die Impulsmoden. Sie sind deniert durch:
Z
k
=
1
N
3

N

X
k
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
k

=
2n

N

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1
2
N

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p
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=
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4
 N

  1
:
96 Anhang C. Anhang zu Kapitel 4
Die Verschiebung der zeitlichen Fermion-Impulse, p
4
, spiegelt die antiperiodischen
Randbedingungen in Zeitrichtung wieder. Da wir den Limes unendlichen r

aumlichen
Volumens betrachten, wird die Summe zu einem Integral

uber die Brillouin-Zone ,
1=N

P
l
i
! 1=(2)
R

?
dl
i
, i = 1; 2; 3, f

ur fermionische und gluonische Impulse,
l = p; k. Das selbe gilt f

ur die Zeitrichtung in den Temperatur Null Beitr

agen.
Die Pfadintegrale

uber die Fermion- und die Gluonfelder werden unter Benutzung
der folgenden Identit

aten berechnet:


A
a

(k)A
b

( l)

0
=
N
2
c
  1
2N
c

?1
G
;
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;
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(p) 
b
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0
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
i
P



h

(p) m

;
s
F
(p)

p;q

a;b
;
mit
s
F
(p) =
X

h
2

(p) +m
2
:
C.2 Tree-level-Koezienten f

ur die verbesserte Ro-
tationssymmetrie
Eine Entwicklung des freien inversen Fermionpropagators bis Ordnung p
4
liefert:
D
(0)
(p) =
X

h

(p)h

(p) =
X

Ap
2

 
A+ 2B
1
p
2

+ 2B
2
X
 6=
p
2

!
+O(p
6
) ;
mit den Koezienten
A = 2c
(0)
1;0
+ 12c
(0)
1;2
+ 6c
(0)
3;0
;
B
1
=  
1
3
c
(0)
1;0
  2c
(0)
1;2
  9c
(0)
3;0
;
B
2
=  8c
(0)
1;2
:
Oensichtlich mu die Bedingung B
1
= B
2
erf

ullt sein, um Rotationssymmetrie bis
zur Ordnung p
4
zu bekommen, was zu der Bedingung f

uhrt:
c
(0)
1;0
+ 27 c
(0)
3;0
+ 6 c
(0)
1;2
= 24 c
(0)
1;2
:
Die Entwicklung zeigt, da man sogar verschwindende O(p
4
) Beitr

age bekommt,
wenn man c
(0)
1;2
 0 setzt (Naik-Wirkung). Dies entspricht sogar einer O(a
2
) Verbes-
serung.
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C.3 Verbesserte Rotationssymmetrie in O(g
2
)
Die expliziten Ausdr

ucke f

ur die O(g
2
) Beitr

age zum Fermionpropagator sind:
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G
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(k) :
F

ur den L

(p) Term, der vom S
(2)
F
Beitrag stammt, kann man die p-Abh

angigkeit
ausfaktorisieren. Daf

ur mu man die trigonometrischen Funktionen von Summen
von p und k als Summen von in p und k abh

angige trigonometrischen Funktio-
nen faktorisierte Terme umformen (z.B. sin(p  k) = sin(p) cos(k)  cos(p) sin(k)).
Ber

ucksichtigt man, da 
?1
G
;
(k) eine gerade Funktion aller k-Komponenten ist
und da 
?1
G
;
(k) eine ungerade Funktion von k

und k

und eine gerade Funktion
der

ubrigen k-Komponenten ist, so ndet man, da viele Terme ungerade in einer
k-Komponente sind und daher unter der Integration verschwinden. Die verbleiben-
den Terme, ohne die Einbeziehung von Fat-Links, d.h. ! = 0, lassen sich auf drei
gluonische Integrale zur

uckf

uhren:
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;
wobei die gluonischen Integrale deniert sind als
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Eine pr

azise Berechnung dieser Integrale mittels Gau-Legendre Integration liefert
I
1
= 0:1282908 ;
I
2
= 0:0752730 ;
I
3
= 0:5074740 :
C.4 Beitr

age zur freien Energiedichte
Die expliziten Ausdr

ucke f

ur die fermionischen Beitr

age zur freien Energiedichte bis
O(g
2
) sind:
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L
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?1
G
;
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D
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F
E
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=  (N
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c
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Z
p
X

h

(p)h
(2)

(p)
s
F
(p)
:
Im
D
S
(2)
F
E
0
Beitag kann die k Integration/Summe wiederum

ahnlich zum L

(p) Term
in C.3 faktorisiert werden.
C.5 Numerische Resultate zur freien Energiedich-
te
Die folgenden Tabellen enthalten die Resultate der numerischen Integration der
fermionischen Beitr

age zur freien Energiedichte bis O(g
2
).
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Den Ordnung g
2
Beitag kann man wie folgt als Funktion des Fat-Link-Parameters
! und des 1-loop-Koezienten c
(2)
1;0
parametrisieren:
f
(2)
F
=f
(2)
F;cont

N

;!; c
(2)
1;0

=
f
0
(N

) +
!
1 + 6!
 f
1
(N

) +
!
2
(1 + 6!)
2
 f
2
(N

) + c
(2)
1;0

~
f(N

) (C.3)
F

ur die Beitr

age f
0
, f
1
und f
2
sind f

ur N

> 8 die zu unendlicher Anzahl von Gau-
St

utzstellen extrapolierten Werte angegeben.
Kogut-Susskind Wirkung
S
G
: 11 12
N

f
(0)
F
=f
(0)
F;cont
f
0
f
1
f
2
f
0
f
1
f
2
4 2:14061 4:1408 0:4564  2:9672 4:1697 0:0105  0:8295
6 1:77114 3:9245 0:1039  0:0622 3:9590  0:1099  0:5338
8 1:4222 2:8616 0:0248  0:0175 2:8798  0:0842  0:2879
10 1:23741 2:0999 0:0378  0:0396 2:1096  0:0330  0:1722
12 1:14708 1:6659 0:0884  0:0970 1:6743 0:0244  0:1453
14 1:10025 1:4273 0:0759  0:1557
16 1:07317 1:2791 0:0976  0:1593
Naik-Wirkung
S
G
: 11 12
N

f
(0)
F
=f
(0)
F;cont
~
f f
0
f
1
f
2
f
0
f
1
f
2
4 0:806962  421:334  4:6747 3:7279 2:547  3:7410 2:4637 1:1267
6 0:771763  305:078  4:0217 2:6339 1:993  3:2943 1:7992 1:1297
8 0:930269  126:329  1:0780 1:0912 0:830  0:7788 0:7333 0:4938
10 0:980944  64:616 0:0205 0:5611 0:421 0:1683 0:3750 0:2399
12 0:992625  42:950 0:3760 0:3845 0:266 0:4688 0:2699 0:1325
14 0:996277  31:293 0:5521 0:2839 0:189 0:6201 0:1997 0:0928
16 0:997804  23:773 0:7035 0:1819 0:0376
p4-Wirkung
S
G
: 11 12
N

f
(0)
F
=f
(0)
F;cont
~
f f
0
f
1
f
2
f
0
f
1
f
2
4 0:593214 261:896  5:3639 3:6069 2:2051  4:4879 2:8810 1:2494
6 0:937833 55:756  0:5890 0:7725 0:4707  0:3779 0:6038 0:2762
8 0:977802 45:231  0:0070 0:6173 0:3875 0:1458 0:4691 0:2172
10 0:988882 30:796 0:3272 0:4205 0:2536 0:4288 0:3207 0:1431
12 0:994425 21:058 0:5453 0:2953 0:1462 0:6134 0:2210 0:0832
14 0:996971 15:428 0:6749 0:2115 0:0792 0:7220 0:1517 0:0488
16 0:998121 11:766 0:7753 0:1066 0:0641 0:8040 0:0654 0:0516
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Anhang D
Mesonspektrum
Die folgenden Tabellen enthalten die Resultate f

ur die Massen des Goldstone Pions
, des nicht-Goldstone Pions 
2
und des -Mesons, welche auf quenched Kongu-
rationen, die auf einem 16
3
 30 Gitter bei =4.1 mit der tree-level-verbesserten
12-Eichwirkung erzeugt wurden und bei verschiedenen Quarkmassen m
q
und Fat-
Link-Parametern ! gemessen wurden. Die Resultate f

ur die Naik-Wirkung wurden
von A. Bicker im Rahmen seiner Diplomarbeit gewonnen.
Die Werte f

ur das Pion-Splitting 

= (m
2

2
 m
2

)=m
2

sowie f

ur m
2

=m
2

entstam-
men den Resultaten f

ur m

, m

2
und m

, die Fehler sind also mittels quadratischer
Fehlerfortpanzung berechnet worden.
Kogut-Susskind Wirkung
! m
q
m

m

2
m



m
2

=m
2

0:0 0:01 0:2805 (10) 0:54 (4) 0:735 (30) 0:146 (12) 0:394 (81)
0:0 0:02 0:3901 (5) 0:62 (2) 0:835 (25) 0:218 (13) 0:333 (38)
0:0 0:05 0:5981 (5) 0:797 (7) 0:976 (15) 0:376 (12) 0:291 (16)
0:2 0:01 0:2611 (12) 0:375 (8) 0:68 (5) 0:147 (22) 0:157 (25)
0:2 0:02 0:3658 (9) 0:459 (4) 0:73 (3) 0:251 (21) 0:144 (22)
0:2 0:05 0:5705 (5) 0:645 (3) 0:888 (15) 0:413 (14) 0:115 (15)
0:4 0:01 0:261 (1) 0:345 (15) 0:66 (5) 0:156 (237) 0:117 (34)
0:4 0:02 0:3654 (6) 0:442 (7) 0:723 (25) 0:255 (177) 0:118 (21)
0:4 0:05 0:5693 (3) 0:635 (3) 0:865 (15) 0:433 (150) 0:106 (16)
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p4-Wirkung
! m
q
m

m

2
m



m
2

=m
2

0:0 0:01 0:300 (1) 0:55 (3) 0:755 (40) 0:158 (17) 0:373 (60)
0:0 0:02 0:418 (1) 0:635 (8) 0:845 (20) 0:245 (12) 0:320 (18)
0:0 0:05 0:6427 (3) 0:838 (6) 1:015 (15) 0:401 (12) 0:281 (15)
0:2 0:01 0:2785 (15) 0:396 (20) 0:660 (35) 0:178 (19) 0:181 (41)
0:2 0:02 0:3896 (10) 0:490 (8) 0:750 (15) 0:270 (11) 0:157 (18)
0:2 0:05 0:6091 (5) 0:693 (4) 0:908 (10) 0:450 (10) 0:133 (12)
Naik-Wirkung
! m
q
m

m

2
m



m
2

=m
2

0:0 0:02 0:377 (5) 0:57 (2) 0:8 (1) 0:222 (55) 0:285 (66)
0:0 0:05 0:582 (4) 0:79 (1) 1:02 (5) 0:325 (32) 0:274 (36)
0:2 0:01 0:248 (6) 0:371 (6) 0:65 (5) 0:146 (23) 0:180 (26)
0:2 0:02 0:349 (6) 0:450 (6) 0:67 (4) 0:271 (34) 0:180 (36)
0:2 0:05 0:548 (5) 0:626 (5) 0:87 (3) 0:397 (28) 0:121 (29)
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